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hbherer Ordnung 
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tegrationswege 

'8Q_SP' 
dx dy . 

die Begrenzung ausgedeknten Linienintegralo J (Pdx -f- Qdy)> 

Positive IBegrenzungsricktung 

1st Pdx -{- Qdyom vollstdndiges Differential, so ist 
bezogen auf die Begrenzung einev Fldche, In welch or P und Q 
endlich und stetig sind, gleich Null. Es ist ^/(z) dz—Q, worm 
das Integral lSngs der Begrenzung eiuer FI ache genommen wil’d, 

. in welcher f(z) endlich und stetig ist. Bcdeutsamkeit der cin- 

fach zusammenhangenden FlacBen 

Der Werth eines Begrenzungaintegrals iindert sich nicht, vvonn 
in die begrenzte Flache solche Theile ein- oder aus ihr aus- 
treten, in denen f(z) endlich und stetig ist. — « Ein Bogron- 
zungsintegral ist gleich der Summc der Integrale, genommen 
langs kleiner geschlossener Llnien , welche die in der Flticho 

enthaltenen TJnstetigkeitspnnkte einzeln umgeben 

Ist /(z) in z = a so unendiick gross, dass lim (z — a)f(z) map 
ist, so ist, urn a kerum integrirt, J /(z) dz =* 2 nip. Zurlick- 

fiihrung der Integralwerthe auf gescklossene Pinion um die 

Unstetigkeltspunkte .... 

■ ; ■■ ' ' i 

Integral um einen Vemvoigungspunkt b. Setzt man (a — b)»‘ « f 
und/(s) = tp (£), so hat q> (f) an der Stelle f => 0 Iceinen Verzwei- 
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joden Punkt t derselbon cp (t) « ^ | das Integral 

in Uf r?l e J 0gre " zun f voa 2 1 ausgedehnt. - In einem Gebietc, 
m dem erne Inaction cp (z) stetig und einandrig ist, sind es 
auch ihro Dermrten, und setzt man cp ( s ) = -f- iv , so kann 

w ® de1 ' “ aocdl v an oin01 ' Stelle dieses Gebietes einon Maximal- 
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§ 28. Eine eindoutigo Function , die fii'r keinen endliehen odor uni 
endlich grossen Werth der Variablen unendlich gross wird, ist 
eine Constanto. Eine Function, die keine Constante ist, muss 

“n Sen Uml ™ ^ phonon Worth 


§ 29. Eine einwertbige Function cp (a), die ilberhaupt von einer endl 
lichen Ordnung unendlich gross wird, muss es von einer ganzen 
Ozdnung werden. Sie wird in a unendlich gross von der nten 
(^ wenn lim (*-«)>(*) wedor Null noch unend- 
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von endlicher_ Ordnung unendlich gross wird, ist oine ganzo 
Function. Wird sie bier von unendlich. hoher Ordnung un- 
endlicb. gross, so l&sst sio sich nach Potenzen von z in oino 
fur alle Werthe der Variabeln convergirende Reiho ontwickoln 
, Eine einwerthige Function, die nur eine endliche Anzalil von 
Malen unendlich wird, ist oine rationale Function .... 

. rp (z) ist bis auf eine additive Constante bestimmt, wonn fllr 
jeden .Unstetigkeitspunkt eine Function gegeben ist, die obonso 

unstetig wird, wie qj (z) es werden soli 

. tjp(z) wird far z = a unendlich klein odor Null von der nton 

Ordnung, wenn lim weder Null nock unendlich ist 

(z—a) 

' Wird rp (z) in einem Gebiete nMal Null und vMnl unendlich 
gross, so ist, auf die Begrenzung des Gebiots bezogen, 
3 d log 0 ) = 2 ni (n — v) 

. Eine einwerthige Function vpr& in der ganzon unondlichen 
Ebene ebensO oft Null als unendlich gross 
. Eine einwerthige Function ist bis auf einen constanten Factor 
bekanntj wenn man alle endlichen Werthe kennt, ftir wolche 
sie unendlich klein Oder gross wird, und fUr jeden die Ord- 
nung des Unendlichwerdens 

B. Functionen mit Verzweigungspunkten. 

■ Eine Function /O) ist in einem Windungspunkte (»nl-l)tor 

Ordnung .5 stetig, wenn lim (z — f(z ) ==, o ist — wiwi 
dort n Mal unendlich gross, wenn jeder der in b zusammonfallen- 

den Werthe von der Ordnung unendlich gross, d.h. wonn 

n 

lim (z~b)m f(z) endlich und von Null verschiedon ist 
Junkte 6 " . derivirten Functi °n in einem Vorzweigungel 

p A unkter g ^ <* er NShe eines Verzwoiungsl 

n T r / hi ^ Fun , ction *», weiche m Mai unond'lich gross 

Xuad z tel,h rU '- Ze n eirier al ^ ebraische » Gleichung zvvisdmn 
’• ® lehe in Bezu e aaf W vom nten, und deron Coof 
fidenten m Being auf z vom /nten Grade sind . L [ 
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um den dm z-Flhchb sich vn Mai windet, hat dann und nur 
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Ei nl flit ling. 


l>ic Vcrfolgnng dor nllmilligon Entwickelung dor Lobro von 
don iniaginiiron Grosson bidet besonders deswogen cin grosses 
IntcruHHo dar, weil man liier nodi deutlich erkcmion kann , mit 
woldit'n Heliwierigkoiten die EinfUhrung nencr, vorlicv nicht bo- 
kannter, odor wenigstena nicht hinrc.ichcnd gelitufiger Begrifle ver- 
bundcn isfc. Dio Zciton, in wdchon die negativcn, gebrochonen und 
irrationalen G reason in die Matheinalik eingoflihrt wurden, liegen 
tins so feme, dass wir uns von den Schwierigkeiton , wdclio auch 
die Eiufdhnnig dieser Bogrille frtllior gcliabt habon mag, keine 
rod i to Vorstdlung mdir madion konnen. Aussordom ist die Er- 
kennlniss dos Wesens der imaginilron Grdssen auch wiedov rtiek- 
wilrts fdr die Erkonntniaa dor negatives, gebrochonen und irratio- 
nalon Grtisscu ldirreidi gowordon , da cin gorneinsames Band al lb 
dieso Grdssen umsehliiigt. 

Boi den illtoren Mathenuitikorn liorrsolite fast durchgilngig die 
Anaicht, dans die imaginilron Grdssen unmdglich seien. Man be- 
gegnet boim Durdiblitltern Jtlleror mathematischor Schriften immer 
wieder dem Au8sprue.be, dass das Auftretou imagin&rer Grdssen 
koine amlre Bedcuhmg habo, als die, die Unmdglichlceit odor Un- 
ldsbarkeit oilier Aufgabo damithun, dass dieso Grdssen koinen Sinn 
batten , dass man sich ihver nber bisvveilon mit Nutzen bedienen 
kdnno, obgloich dip Form der Uesultate dann nur cine symbolische 
soi. In dieser Bozielumg ist es interossaut, den Bntwickelnngsgang 
Cauchy's zu beobachten. Dieser grosso Mathematiker ist neben 
unaerein ,, Proiceps mathmaticoruni “ Gauss, welchcr zuorst und wohl 
sclion sehr frtlhe die lioho Bedoutung der imaginilron Grdssen ftlr 
alio Thcile der Mathematik erkannte, als Schdpfer dor Lehre von 


den Functionen imaginttrer Variabeln zu betrachten. Gleichwolil 
schloss cr sich sowohl in soincr „ algo braise lion Analysis 41 , 
als auch in don „Exorcices“ vom Jahre 1844 noch ganz der 
Anaicht dor illtoren Mathomatikcr an. Es lmisst dort an oilier 
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continuer a se aervir de ces expressions , qui prisos it la Iettro et 
interprdtdes d’aprfcs les conventions general oment etablies, no aigni- 
fient rien et n’ont pas cle sens. Lo signo 1 n’eat en quelque 
sorte qu’un outil, un instrument de calcul, qui pout oire employe 
avec sucefcs dans un grand nombro do eas pour rondro beaucoup 
plus simples non-seulement les formules analytiqucs, mais encore 
les radthodes h l’aide desquelles on parvient it les dtablir." 

Die imaginitren Grossen wurden von den italicnisehen Alge- 
brai kern des 1 6ten Jalirlmnderts in die Mathomatik eingefllhrt, und 
sind wahrscheinlich zuerst von Cardano**) crw&lmt wordon, der sie 
aber verwirft, weil sie weder posiliv nocb negativ, und (labor von 
keinem Nutzeii seien. Albert Girard***) nennt sio quantiles cn- 
veloppies. . Der Name unmdgliclie, eingebiidete odor Imaginilro 
Grossen findet sicli zuerst in der im Jahro 1G73 gedruckton Al- 
gebra von Wallis. 


Bei diesen alteren Matbematikern und nodi viol sp'ttor bliob 
nun, wie bemerkt, die Ansiclit herrschend, dass dio imaginHren 
Grbssen in der That uimuiglich scion, dass ilinen wirklich koine 
Existenz zuzusebreiben aci, und dass ihr Auftretcn boi dor ver- 
snehten Lasung einer Aufgabo lediglicb die Unmbgliclikoit der ,Ui- 
sung manifestire. Sie wurden fast nur in einer der nmthcmatisolien 
Discipimen unbeschrltnkt mit berticksichtigt, nfimlioh in dor Lehro 
von den algebraiscben Gleichungen; Iuer war cs viol zu wichtitr 
zngleich auf alle Wurzeln Rticksickt zu nohroen, ala dass das Ima- 
ginarwerden .der letzteren den Untersuclmngen hatto Stillstand go- 
bieten konnen. Einzelne Manner, die, wie es schoint, aioh mit 
einer gewissen Vorhebe den imagin&ren Grossen zu wand ten , wie 
e loivre Johann Bernoulli, die beiden Fagnano , d'Alembert , Enter 
fenden allmahg die diesen Grbssen Innewolmenden ausgezeiclmoton 
Eigensdmften auf and bildeten ihre Lehre immer nadir unci tnohr 
aus. Dock wurden diese Untersuclmngen im Ganzon mehr f(ir 

STto nte i S 0 Pi 8o7 ie ”’w U ' t , W f “ CU1 ' i08a S " eBSe,m ’ ™ (i «*> 

g bn nur in so fern Wertb bei, a!s sie ntUzlicbe Hlllfsmittel 
Dir? an***' B5erel “» et de physique mathdmatlquo. Tome 
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brocnenen unci irrationaien wossen ausgegangen. Da namiicn die 
Anwendung dieser mathematischen Begriffe auf Geometrie, Meclianik, 
Pliysik und zum Theil selbst im blirger lichen Leben sich so leicht 
und so von selbst darbot, ja oline Zweifel in vielen Fiillen die 
Veranlassung zur Untersuchung dieser Grossen wurde, so kam es, 
class man in irgend einer dieser Anvvendungen das wahre Wesen 
dieser Begriffe und ihre wahre Stellung im Gebiete der Matbematik 
zu finden glaubte. Bei den imaginaren Grossen lag nun eine solehe 
Anwendung nicht so nalie, und wegen der mangelndeu Kenntniss 
derselben glaubte man die imaginiiren Grossen in das Reich der 
Unmoglichkeit verwoisen, ihre Existenz bezweifeln zu mtlssen. Da- 
bei liess man aber ausser Aclit, dass die reine Mathematik, die 
Wissenschaft der Addition, so wichtig aucli ihre Anwendungen sind, 
doch an und ftir sich mit den lotzteren nichts zu tbun hat, dass 
ihre dureli eine vollstilndige und widerspruchsfreie Definition ein- 
gcfiihrten Begriffe in der Definition selber ihre Existenz begrtlnden, 
und dass ihre Siltze walir sind, gloicli vicl, ob man von ihnen eine 
Anwendung machen kann oder nieht. Ob und wann dieser oder 
jener Satz eine Anwendung finden wil’d, Utsst sich oft nicht vorlier- 
bestimmen, und geracle die heutige Zeit ist. ja reich genug an Bei- 
spielcn, dass sich dio wiehtigsten, selbst tief in das Leben der 
Volkcr eingreifenden Anwendungen an Siltze gckniipft haben . bei 
dcren Entdecknng man sicherlich koine Alinung von cliesen Folgen 
liatte. So staik war aber allmillig der Glaube an die Unmoglieh- 
keit der imaginiiren Grilssen geworden, dass, als scit der Mitle des 
vorigen Jahrlnmderts die Idee auftauchto, die imaginiiren Grossen 
geometrisch darzustellen **), man nun umgekehrt aus der vermeint- 

*) Aussi a-t-on vu quelques gdomotros <Vun rang distingnd no point 
gofitcr ce genre do caleul, non qu’ils dontassent do la justesse de son 
lAaultat, mais pavee qu’il paraissait y avoir une sorte d'inconvenancc a 
employer des expressions do cc genre qui n’ont jamais servi qu’ii annoncer 
lino absurdito dans Venoncd d’un problome. Montitcla, ITistoire des mathe- 
matiques. Tome III. p. 283. 

**) Der erste Yersuch, dio imaginaren Giriissen geometrisch dnrzu- 
stellen , wurde von Kuhn im Jahre 1750 gemaclit. (Moditationes do 
quant, itatibus imaginariis construen dis et radicibns imagi- 
naviis exhibendis. Novi comment, nvii Acad. Petrop. Ill ad 1750 ot 
1751). Oligloicli Mmiludn (Histoirn des Mathcmatiqnes. Tonic HI. 
j). 30) meint, os sei nicht der Millie wertli, diesc Abhandlung zu lesen, 
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der Grandoperation der Mathomatik, rim* Addition, erection, $\ m \ 
diejenigen, die man nacli dem lieutigcn Spraoligobram-ho positive 
gauze Zahlen nennt. Geld man von dor Addition m ihrer Um- 
kehrung, der Subtraction, fiber, so stellt atch nlsimh! din N.dhwon- 
digkeit ein, nene mathcmatischc Begriftu cinzufilhrnn. Solmld niimlich 
die Aufgabe entslcht, eino grOssero Zuhl von <>iner kleineren zu 
subtiahiien, so kann dicsclbe nicbt mehr dni'cli nine positives ganzo 
Zalil gelost werden. Auf cinem Stamlpuiikto , auf clem mutt mu- 
positive ganze Zahlen lcennt, bat man duller die Alternative, out- 
weder eine solcbe Aufgabe als ummiglieb, ala unHWmr zn be- 
zeichnen, und damit dem Fortscliritt dor YVissonselmft mu-li diosor 
Richtung hm erne Scliranke zu setzen, odor abor die Mclglielikoit 
der AuflSsung jener Aufgabcn dadurch lierbcizuftthroii , cIuhh man 
solcbe mathematischen Begriffo*, welelm die Aufgabo zu \fam wr- 
mogen als neue Begriffo cinftlbrt. Auf diem VVoino enlHtehon 

. die Subtraction die ncgativon Grosson als Differonzen zimilc-list 

als der Mmuendus. Ihre Rxiatonz und Ikulmitimg fill* din mine 
Mathem at ,k ist dann nicbt etwa in ehiom Gegmiaatze zwiselum 
Rechts und Links, Vorw&rts und UilokwRrta , Bnjaliung und Vm- 
neinimg, Vermogen , und Scliulden odcr in irgond oinor Hirer man- 
nigfaltigen Anwendungen begrtlndet, sondeni lediglieh in dm- Deli- 
mtion, durch welche sie eingeftlhrt vvorden, 

Wenngleicb nun aber in rein bogrifflieher Baziohumr in ,i„„ 
negativen Grbsaen jaichts Unmbglicbea liegt, so kann es tich doch 
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Grtradea a senkrecht ateht liad °mil 6 'l U v ? 1 '^? llon l,al| o, wolohn aur dor 
scheint KMm ein . sonderbai-er ° hat * Gobi-lgmi* 

Montucla (a. a. OA ektijre liSehsf ohmZt n 6D 1 i Z , a 8 * c n ‘ W(, nlff»ton8 tlioilf; 
Wcnu aber Jemand in der clamalippn / !, ni C! j 1c l i A l 'f i 1 ollteu dofmellion mit. 
die fur unmoglich gehaltenen imatrinHrfin C '° I< C0 Itolnmon 

wollen, so durfte wan sieh ni^ wnS!,? Keometrlach darsteller. zu 
Sonderbaren Geschmaek fand! ’ WCnn cr oin Mann war, clot- tun 
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omen « mem- neimcien , am m tier aiiciern , so ist clarin folgende 
rein mathematisehe Aufgabe cuthaltcn : zwei Zahlon zu linden, deren 
8 n mm e gleich 0, uml deren Differenz gleich 8 sei. Wird mm mir 
verlangt, dass diese Zalilen niatliomatiselie Begriffe seien, olme die- 
selben auf cine besondore Art von mathematisclien Begriffen zu 
beschriinken , und sind ferner vorher die negativen Grossen durcli 
Hire Definition bcgrifflich festgcstellt worden , so lieg't die Losbar- 
keit der rein mathematisebon Aufgabe auf der Hand ; wie Jeder 
sicht, sind die positive Zalil 7 und die negative Zahl — 1 die- 
jenigen GrOsson , welche der Aufgabe gentigen. Niclits desto we- 
niger ist die nrspriinglich gestellto Aufgabe zu losen unmoglicli, 
deun in derselben wird verlangt, dass jede der gesuchten Zahlen 
eine Anzahl bedeuten soil, also nothwendig positiv sein muss. Liige 
nun die Unmdglielikcit nieht so offon da, wic bei diesem einfaclien 
Beispielo, so wiirde das Anftroten der negativen Zahl — 1 die 
UnlOsbarkeit der Aufgabe zu Tage bringen. 

Ganz dieselben Umstande treten nun bei jeder andern indi- 
rocten Operation aufa None ein. Die nadiste indirecte Operation 
ist die Division. Stellt man die Aufgabe, cine ganze Zahl in eine 
andere zu clividireu , wolclic nieht ein Vielfaches der ersteren ist, 
so entsteht die Unmdglielikcit, diese Aufgabe durcli positive Oder 
negative ganze Zahlen zu losen. Der Fortsclnitt der Wissenschaft 
erfordert also winder, die Moglichkeit der Ldsung da durcli herbei- 
znfUbren, dass man die dazu nothigen Grdsson oinftihrt und begriff- 
lieli feststollt. Diese neuen Begriffo sind bier die rationalen Brtiche. 
Aber auch liier kauii der Fall eintreten, dass das Auftreten der* 
selben die Umuoglichkeit der Losnng oincr Aufgabe kundgiebt, 
nfttnlich wiederum dann, wenn die Natur der Aufgabe die Ldsung 
durcli die neuen Begriffo nieht gostattet. Als ein Beispiel diene 
folgende Aufgabe: Durcli oin in ciner Maschino oder einem Uhr- 
werko befindlielies Had, welches 100 ZlUmo besitzt und in der Mi- 
nute einmal umliluft, soil unmittelbar ein ander^s Had so in Be- 
wegung gesetzt worden, dass dieses 12 Mai in der Minute umliluft ; 
man fragt, wie vielo Zilhne man dom letzteren Hade geben muss. 
Dio liier zu Grundo liegendo rein mathematisehe Aufgabe besteht 
einfaoli darin, ICO (lurch 12 zu dividiren, und sind die Brtiche 
einmal bcgrifflich fostgostollt worden , so hat die Aufldsung keine 
Schwiorigkeit, sie liefert 8 l / y . Das Auftreten dieses Bruches aber 
zeigt zugloich die Umndgliclikcit an, die nrspriinglich gestellto Auf- 



wo n eine positive gauze Zahl bedcute, so ist die Aufgabe, eino 
dieser Gleichung entsprechendo Grosso x zn linden, durd, gauze 
Zahlen oder rationale BrOche nicht melir lbsbar, subaid « nicht die 
nte Potenz einer solclion Grosso ist. In diosom Fulle tritt also 
wieder die Nothwendigkeit ein, die Aufgabe dureh Einfillirimg neiior 
Begriffe Idsbai zu maclien. 1st nun entwoder u positiv, odor wenn 
a negativ ist, « eine ungerado Zalil, so Bind die non oinzufUlirtimleu 
Begriffe die irrationalon GrOsson ; ist aber a negativ mid zugloid, 
n eine gerade Zald, so enitstehen als netio Begriffe die imnginilreu 
Grbsseu. Es liegt mm ebenso wenig die UnmOglic.hkoit vor, diene 
letzteren begrifflieh festzustollen , wie die irrationalon (IrdsHen oder 
wie frflher die rationalen Brilclie und die negative,!! Griksen, demi 
bei keiner der bier aufzuatallcndcn Definitional stOsut man aufoinen 
lmieren Widerspruch. Wenn ein soldier ointrilte, vvemi KigcuHclmflon 
rmt emander in Verbindung gesetzt wiirden, von denen bewiesen 
weiden kann, dass sie nicht mit cinander bestolum kOmicn , dann 
allerdings hatte man es wirklich mit etwas tJumOglicborn zu thin,. 

ehTnl f m ’ H' S Gln , BeiSpid C5nCl ‘ 80lcl,Cn ltowOglicllkt.ll (dl, 
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Sind. Ninrnit man aber nuf die ursprtingliclic Aufgabe Hitcksicht, 
wonach die gesuchton Grbssen Theile oilier gcraden Liiiie bedeuten 
sollcn und dalier reelle Grbssen scin mttssen, dann ist die Aufgabe 
siu Ibsen nnmoglicli, weil das grbssto aus zweien Tlieilen der Linie 2 
gebildete lteclitcek den Inlialt 1 hat, und duller keines den Inbalt 
4 baben kaun;, und diese Umnbglichkeit wird hier durch das Auf- 
treten imagimirer Grbssen angezeigt. M'miucla*) Imt dies uamliehc 
Beispiel als Beleg fUr die Ansicht gewiihlt, dass in der Unmoglicb- 
keit oilier Aufgabe iiberhaupt die Bedeutung und Entetehung der 
imaginilren Grbssen zu sueben sei, indem sie dann auftritten, wenu 
man cine Aufgabe stello, welche eine unmbgliche odor absurde 
Forderung entbalte. Wir liaben gesehen, dass ganz dasselbe aueb 
von den nogativen Grbssen und den Briichen beliauptet word on 
kbnnte, mid die Worte: ,,Ainsi tontes les fois quo la resolution 
cl’un probleme conduit a do seniblables expressions et quo parmi 
les diflercnles valours de l’incomiuc il n’y on a que de telles, le 
probleme, on pour mionx dire, ce qu’on demande est impossible. 41 
und woitcrliin: „Lo probleme, qui conduirait a line pareillc equation, 
serait impossible on lie prdsenlerait qu’unc demande absurde “ lassen 
“sich fast wbrtlieb auf die bciden frllher angefillirteu Beispicle an- 
wenden, in denen die Unmbgliolikeit der Aufgabe durch eine nega- 
tive Zalil und durch churn Bruch angezeigt wurcle. 

Aus den vovigen Erbrterungcn erhellt, dass die imaginaren, 
die irrationalen, die rational gebroehenen und die negative!) Grbssen 
cine genioiiisanic Enlstoluingsart liaben, nitmlieli durch die indirecten 
Operationeii, bei welehon Hire Eiufillirung durch den Fortscliritt der 
Wissenschaft nolhwondig gemaeht wird. Sie alle linden ilire Existenz 
in ihrer Definition begrllndot, welche bei keiner etwas Unraciglichcs 
in sicli sehliesst; bei alien aber kann es Fiillo geben, wo ibr Auf- 
treten wogen der. bosondcren Natur der Aufgabe die Unrabgliclikeit, 
diese zu Ibsen, kund giobt. 

Elie wir nun zu imserom cigentlielien Gegenstande tibergehen, 
sei nooh cine Bomorkung ttbor das Rcchnen mit den imaginHren 
Grbssen crlaubt. Audi bier kbnncn wir winder an die ilmeii ver- 
wandten Grbssen anlcntipfon. Jodosmal, wenn in die Mathcmatik 
ein lieucr Bcgriff eingefilhrt wird, ist es an und fUr sicli in vieler 

*) Ilistoiro den liuitlieinatiquos. Tome III. png. 27. 
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statthndende Aiigememgumgiceit dor nuitiicmatisclien butzo utsst mien 
cine andre Erscheinung in dor Gescliichte dor Matlieniatik bcgreifcn, 
niimlich die eino Zext king so weit ausoinandergchcnden Ausiehten 
liber die Bedeutung tier divergenten Reiben. l)a man gewohnt 
war, last alle mathematischen Saizo als allgomein gtiltig zu be- 
Iraeliten, so bcdnrftc os i lingerer Zeit, bis die Ueberzengung dureh- 
drang, dass bei den Reilieneiitwickclungon die Resulfato nur uiiter 
gewissen beschrankenden Bedingungen Geltung haben , und dass 
Uberhanpt bei tier EinfiUiriuig des Unendlichen in die Mathematik 
jener Grundsatz nielit so unbodingt zur Anwendung gcbraclit wer- 
don darf, v/io sonst. 

Bei der Uebertragung dcr mathematischen Opcrationcn auf die 
itnaginkren Grbssen lindet nun aber der obige Grundsatz voile An- 
vvendung, mid cs ist vollstandig naoligcwieson, dass dabei keinerlei 
Widersprtiehc eintreten. 10s liogt nielit in der Absiclit, diesen 
Nachweis liier zu wioderholen ; crwiilmt mag aber werden , dass 
jener Grundsatz, obwolil sonst stets befolgt, clock gcratle bei den 
imaginiiren Grbssen nielit von jelior und allgomein anerkannt will'd e. 
Nock zu Euler's Zeit waren die Mathematiker gar nielit darilber 
einig, was man unter clem Product zweier Qiiadratwurzoln aus ne- 
gativen GrOssen zu versteken kabe. Euler selbst selzte obigem 
Grimdsatzc gemiiss, and wie jetzt allgomein angenommen wil’d, 
wenn a line! b zwei positive Grossen bedeuten, 

\f — o . Y — b = |/ r «/;, 

also das Product diesel* beiden imaginiiren Grtfssen einer reellen 
Grdsse gleick. Dies wurde aber nielit allgomein anerkannt, viel- 
melir glaubto Emerson , ciu englisckor Mathomatiker, dass mail an- 
nekmen iuilsse, cs sei 

Y— a . j/~~ h = Y— ah, 

weil cs absurd sci, anzunekmen, dass das Product zweier umnog- 
lickor Grcissen nielit aueli uiirnoglick sei ; und Hutton sagt in scinom 
mathematisclum Wtirterbuche*), dass zu seiner Zeit die Ansickten 
der Mathematiker kierttber ziemliek gleicli gotheilt scion. 


*) Hutton , Mathematical dictionary. 17(K>. 
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bringen, in velcher x mid y roello Grti.-sen boiloulim. Kirn; Grosso 
von dieser Form hat Qams eino complexe Grosso gmumni, **) 
inderri er diesen Namen der ullgemoiuen Bodcutung, wouncli tier- 
sclbe cine irgend wie aus ungleicliartigen Theilcn zusammeugOHctztu 
Grbsse bezeichnete und in diesor Ueduulung fn’llicr hie uml da 
angewendet wurde, entkleidcto und ilin zur Bezeidimmg dor hcHon- 
deren ungleicliartigen Zusammonsetznug verwomlcto , hoi weielier 
eine Grosse aus einem rcollcn und oinem imagmllron Tlieile, die 
durch Addition verbunden siml, besteht. 

Die complexen Grdssen umi’aason zugleieh die reel Ini mil, 
nflmlieh in dem Falle, dass die reel I e Griisao y den Worth Null 
hat. Wenn dagegen die andro roello GrOsse i gleieh Null ist, 
also z die Form 


bat, pflegt man die complexe Grdase rein i mag in Hr ?,u nenmin. 

Wenn in der Grosso z = x -f- iy die beidon reollen UriisBou 

* und y t oder miudestens eino von ilmen, voriluclorlicli ist, ho nonnt 
man z eme complexe ver&ndorllcho Grdaso. Damit eino 
solclie den Werth Null exalte, ist erfordoriich , dass bciilo niello 
Grdssen x und y zugleieh versohwinden, wail es niclit mdglicli iat 
dass sich die beiden ungleicliartigen Grdssen, die roello, und dio 
imagmare gegenseitig aufheben. Dagegen gontlgt os zum Uu- 
endhclnverden dor complexen Grdsse *, wenn nur einer ihrer beidon 
reelien Bestandtheile, -ar oder y, unendlich wird. Ebonso tritt in £ 
eme ftndere Unterbreclnmg der Stetigkeit ein, sobald nur eino dor 
reelien Grossen a; oder y eine solclie erleidot. So lango abar 

* u ?. d ^ be ' de 81ch 8teti S ^ern, nennt man auch s eino 
tetig veranderhebe complexe Grdsse.' 

,? cb f D d ? 6 fiotrachtung der reelien Vender lichen und ihror 
dllrch die geometrische Darstollung dorselbon wo* 
seithch ei leichtprt und apschaulicli gomaciit. Dies ist nun in 
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Erster Absclmitt. 


Geomeirischc Darsfelluug der iniagiiiiireii Citeen. 


§ i. 

Urn sicli von einer rccllcn ver&ndcrlichen GrOssc ein geomc- 
trisehes Bild zu maclien, denkt man sicli bekanntlich einen Punkt, 
der sicli auf einer go rad on Linie beweg’t. Auf derselben , die wir 
die a'- Axe odor auch die llaupt-Axe nenneu wollen , n'munt man 
einen fasten Punkt n (den Nulljmnkt) an und stellt den Worth 
einer vcranderlichcn Grosso x dureli den Abstand ~op einos auf der 
.r-Axe liegenden Piuiktes p vom Nullpunkte o dar. Daboi nimiut 
man zugleich auf die Riddling, in welcher die Streeke op von » 
aus gerechnet liegt, Riicksicbt, indem ein positiver Worth von x 
dureli eine Streeke op nach der einen Seite (etwa naeh reclits, 
wenn man sicli die .r-Axe horizontal liegend denkt), ein negativer 
Worth von x dagegen dureli cine Streeke ~oJ> nach der andern Seite 
(nach links) repriisentirt wink Wenn mtn x soinen Worth ftndert, 
so ilndert sicli auch- die Streeke op, indem der Punkt p seine Lago 
auf der y-Axe Rndert. Man kaun dahor entweder sagen, class dureli 
jeden Worth von x die Page einos Punktes p auf der a- Axe ge- 
geben ist, ocler dass dureli ilin die Lange einer begrenzten Geraden 
in einer von zwei eioander direct entgegengesetzten Richtungen bo- 
stimmt wird. 

Eine complexe veriUiderliche Grosso z = x -j- hj liiingl nun 
vou zwei gtiuzlich von cinandcr unabhttngigon reellon Vorltndor- 
liclien x und y ab. Zur goornetrischen Verbildliehung oilier com- 
plexen Grdsse wird daher ein Gebiot einer Dimension, eine gerade 
Linie, nicht nielir ausreiclien , sondern es wird dazu einos Gebietes 
vou zwei Dimensionen, oinor Ebcne, bodttrfon. Man ktum nun die 
Art der Veritnderlichkeit einer complexen Grtisso dadureh wieder- 
geben, dass man annimmt, es werde dureli einen complexen Worth 
s s x -j- iy eiu Punkt p der Ebcne in der Weise bestimmt, dass 
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seine rechtwinldigen Coordinate,! in Heznj? aiif y.woi in d<>r 
fest angenommenc Coordinaten-Axon die WVrtlio dor mdlon 4 JrcWi 
^imd y liaben. Zuerst nilmlid, scJiliumt diene Darsfelluu-HvveH, 
die dei recllen Veranderliehen in sic!, , den,, solmli! : reel! ;i ls. 
y ~= 0 ist liegt dor darstellomlo Pimkt /, mtf dor ,-Avc b\ 
konnen sicb forner die- Coordinate, do. Pmikten ,, geradn wio <\U 
vei ftndeilichen Grosacn .r nnd !h jedo von dor muiorou -air/ mm i>. 
angjg Mndern, sodass der PnnkL p seine Jni ,, *e in dor Ki»„ m t 
alien Richtungen bin laden, kann/ 
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| auf deren Lage in tier Ebenc cs aber weiter nieht ankommt. Zwei 

| begrenzte gerade Linien in eincr Ebeno nnterscheiden sich niimlich 

F: eigentlicli vollstiindig in drei Stlicken, in ihrer Lange, ihrer Rich- 

f tung nnd ihrer Lage, d. b. der Eagc dcsjenigen Punktes, von wel- 

t eliem man die Strecke ala bcginnend annimmt. Man kann nun 

| aber von zweien diesor Unteraclieidungsmerkmale abstraliiren nnd 

zwei Strccken als glcich betraclitcn , vvenu sie nur glcicbe LUnge 
l liaben ; dies gesohieht bei der Darstellung der Strccken dureli reelle 

t Grosscn. bei der Darstellung dureli eomplexe Grdssen aber ab- 

strahirt man nur von dem drittcn Untersclieidungsmerkmal, der Lage, 
nnd nennt zwei Strccken dann nnd mir dann gleicli , wenn sie so- 
le wold gleiche Lange als aueh gleielie Richtung liaben. 

Da der Modul eincr complexeo Grdsse die absolute Lilnge dev 
jr' gcraden Linie angiebt, welebo jene Grdsse repriisentirt, so ist der- 

•'■■■ selbe dem absolnten Wortlie einer nogativen Grdsse analog nnd 

[; client als Maass bei der Vorgleicliung complexer Grosscn untcr 

f, ' cinander. 


§ 2. 

Die Eigenschaft complexer Grosscn , dass eine Verbindung 
zweier odor mehrercr derselbcn dureli mathematisclic Operationen 
immer wieder auf eine eomplexe Grdsse ftllirt, hat zur Folge, class 
wenn man gegebene eomplexe Grdssen dureli Punkte darstellt, das 
Result at ihrer Verbindung sich wieder dureh cinen Punkt darstellcn 
lilsst. Wir wollen mm ira Folgemlen die vier ersten algebraischen 
Operationen , die Addition , Subtraction , Multiplication nnd Division 
durchgehen und untersnehen , wie sich die ans dicscn horvorgehen- 
dcii Punkte geometrisch finden lassen. Dabei sollen die cinzelnon 
Punkte immer mit denselbcn Buchstaben bezeiclnict werden, w r io die 
dureli sie dargestolltcn complexcu Grdssen ; der Nullpunkt, welchcr 
den Worth Null darstellt, werdo mit <> bezoidmet. 

1. Addition. 

Sind 

u =» :r ~j~ it/ mid v = x -j- h/ 

zwei eomplexe Grdssen, und bezeiclnict man mit w ilire Summe, 
so ist 

V) ssss H •— |— V (3; — j— 3; ) t. {'// — |— 1j ) , 

Der Punkt w hat also die Coordiuaten x -j- x und y -j- y. Dar- 
aus folgt, class or der vierte. Eckpunkt des Pavallelogramms ist, 
das aus den Seiten ou und 7w gebildet werden kann, odor dass 



v ^io Diagonal© ow dieses Parallelogram ms 
chtnng dargestellt wird (Fig. 2). Da die (}o- 
raden ?<?« mid ov gloieh und direct 
w.i,a» P arnl,e! sill d, und dalier \Tw eben- 
- — ~~ 7 f «Ha (lurch die complex© Grosso v 
^ / dargestellt wire!, so gclnngt man 

zn dem nftmlichen Punkte w, wenn 
"y ,r man an den Kmfyunkt u dor eraton 

/ Gera den, ««, diozvroife 7w in Hirer 

gegebenen Kielitimg mid D/lnge 
" r/ ~ 7 > anfflgt. Diesc Art dor Ztisatnmen- 

setzung odor goo mot rise ben 
Addition gcrader Linien jst 
on der Betrachtung imnginftror Grbssen von 
worden. Die Snrnroo u -}- v ist. liiernaeli die 
Ireiecks , desseii andere Seitcn (lurch u und v 
Da nun in jodem Droieeke eino Seito kloiner 
!er beiden andorn, und die Lfingon dor Seiten 
er complexon Grdsaen angegeben worden, so 
is der Modal dor Sum mo zweier omnplexor 
1,8 die Sumrae ihrer oinzolnon Aloduln : 


2. Subtraction, 

Ole Subtraction zweicr Punkte evi 
Addition ; denn soil 


*) Md'Mus. 


^usaiiimonsetznng gerader 
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rallel ziebt. Da es nun wieder 
auf die Lagc eincr Gcraden niclit 
ankommt, sondern nur auf ibre 
Lange und Riclitung, so stellt die 
Differenz n — v die Gerade vu 
ihrer Lange und Riclitung nacli 
(mtmTich von v nacli u) dar. Die 
Construction zeigt, dass u in der 
Mitte der Geraden mw liegt. Nun 
folgt aber aus 


Fig. 2. 



tv ■= u — |— v , to = u — n 
w -f io 

n = - a , 

also bildet ein Punkt w W immer den Mittclpunkt dev Vorlfin- 

dungslinie der Punkte tv und to. 

Flillt der Punkt u mit dem Nullpunkt znaammen, d. li. ist 
u = 0, so wird v' = — v. In diesem Fallc. lint man von a aus 
cine der Gcraden vi> in Riclitung und Llingo gleic.be Gerade zu 
zieben , und dalicr liegt der Punkt — v dem Punkte v diametral 
gcgenUber und in gleieber Entfermmg vom Nullpunkte wie der 
letzterc. 

Dio Subtraction bietet ein Mittel dar, Punkfe auf oinen andern 
Nullpunkt zu bezielien. Denn es leuclitet ein, dass ein Punkt z zu 
einoni Ptiukte a gerade so liegt, wie 2 — a gogen den Nullpunkt 
(Fig. 3). Setzt man claim 


2 — a =• r (cos <p -}- i. sin </*), 


so bedeutet r die Entfernung 
azt und <p die Neigung der Ge- 
raden az gogen die ITanptaxe. 
Die Einftlhrung von z = z — a 
oder die Substitution von 2 -]- a 
ftir 2 verlegt also den Nullpunkt 
nacli a , ohne jedocli die Ricli- 
tung der Hauptaxo zu andern. 


Fig. a. 



JC 


3. Multiplication. 

Wir benutzen bier den Ausdruck der comploxon Grosson (lurch 
Pol arcoor d i n a ton . Sei on 

11 = r (cos cp -J- i sin c/>) und v = r (cos < p -j- i sin <p) 

zwei dureli ibre Polareoordinaten gegebene Punkte, und m ihr Pro- 
duct, so ist 
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w = u.v — rr (cos (</> -f" V) + * sin (<p + <r))- 
Demnach bildet^ der Radius Vector von w mit dor Ifauptaxo don 
Winkel < P -f c/, nnd seine Lange ist gleicli dem Product dor 
Zalilen r und r, welche die Langen der Radien Veotoren von u 
nnd v angeben. Ilieraus gelit liervor, dass die Lago des Pmiktes 
to Oder U.v wesentlich von der ais Langencinlicit angoiioininonon 
Geraden abbangt, wahrend die Lage von v -j~ v mid „ — ,/von 
dieser Langeneinheit unabhiingig ist. Dies liegt aueh gauss in 
der Natur der Sache, denn vergrossert man in u mid v die Liin« 
geneinbeit in dem Verbattnisso von 1 zu q, wo q irgernl cine reello 

. * 1 bedente, so werden die Radien Voctoren von u 4~ u nnd it v 

in demselben Verbaltnisse vergrossert, der Radius Vector von rn, 
dagegen im Verbaltnisse von 1 zu ( A Man nclime dabor auf dor 
positiven Seitc der Hauptaxe einen Punkfc 1 so Jmgrnd an , dass 
ei gleicli der angenommenen Langeneinheit ist (Pig. 4 ). |) ;l n ?s- 

dann aus der Gleicbung 


die Proportion 
oder 


07ii = r.r 
1 : r =s r : ", 


ol ‘ ou °= ov : aw 

tolgt, und ausserdem 

^ VOW SSS 1 OU 

1 st, SO ist die Lage des Punkfcs w dadurch z\\ construiren (1 -,hs 
man die Dreiecke vow nnd Ion gleidiatimmig illinlieli maebt ’ Stitt 
dessen kdnn e man natiirlich auch die Dreiecke now und W glHo 
stimmig abnlicb maclien, was sich analytiscl. dudurcl. nauiLtii 

L m ^ ~ »» - * 

to = u.v 

kann man ebenfalls eine Proportion ziehen, nttmlich 


daher sitehen die Geraden m * ' — ■■■ • , 

RicMnny beracksichtigt , L pi-ooortion v ? ‘ illra 

Vorigen eraiebt sieli nhnr ii.n. ^ . n Vetbindung nut deal 

bloss, in Rflcksicbt ihrer L»im»n U85 i* 88 W6nn geracia Linien niclit 
raden dann- und nur dann I p,I 7’ A Paaro 8ol «^r Go- 

bloss ibrer Unge Lb ZnL T '? Steh ° n ’ Wcnn sio niclit 

gleicbe Winkel einsebtiessen • JhT . sinc1 ’ som,cl ’ n aucb paarweiso 
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zu linden, welche Dreiecke man ein- Fig. 4. 

ander libnlicli zu maclien liabe. 

1st in dem Product u.v der 
eine der beiden Factoren reell, z. 11. 
v, und bezeiclmen wir ihn in diesem 
Falle durch «, so liegt der Punkt « 
auf der Hauptaxe, und dalier ergiebt 
die vorlier angegebene Construction, 
dass der Punkt «.u auf der Geraden 
ou liegt und zwar so, dass sein Ra- 
dius Vector das a-facho des Radius 
Vectors von u ist. 

Hiernach ist die geometrische 
Bedeutuug der Multiplication folgende : 

Wird eino Grosso u mit einer reellen 
Grdsse a multiplicirt , so wird da- 
durch nur der Radius Vector von u im Verbitltuissc von 1 zu a 
vergrdssert; wird aber u mit einer coinplexen Grosso v multiplicirt, 
so wird der Radius Vector von u nicht bloss ini Verbitltnisse von 
1 zu mod o vergriisHcrt, solid- tn auch zugloich uni don Noigunga- 
winkel von v naeh der Ricbtung gedrobt, nach wolcher die Nei- 
gungswinkel wacbsen. 



4. Division. 

Diese erledigt aicb unmittolbar durcb die vorigon Ergobnisse. 
Denn soli 

/ u 

it) e=3 • ■— 

V 

scin, so zieht man bioraus die Proportion 

1 : to — v : u 

und bat dahor die Dreiocko low und vou gleicbstimmig itbnlich zu 
macbon (Fig. 4). Die geometrische Ausftibrung dor Division von 

u durcb v bestobt also darin, dass dor Radius Vector von u im 

Verbilltnisse von 1 zu mod v verkleiuort und zugleich um don 
Neigungswinkel von v nach der Ricbtung gedrobt wird, nach wel- 
clier die Neigungswinkel abnehmen. . 

Wir wenden nun die vorigen Betrachtungen nocb auf zwei' 

Aufgaben an, die uns im Sp&teren von Nutzen sein werden. 

Krstens. Seien z, z und a drei gogobene GrOssen , also 

auch droi gogebene Pimkte ) man soli einen viorten Punkt w so 
bestimmen, dass 

__z — z 

Z — Cl 

But 6 go, Punct. comjil, Var. a. AuH, 


2 
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— n, z — ho fill (let mail 

n man <>u gleicli and parallel 
und ov gleicli und parallel a z 

ziekt. Nun ist m c-=» 11 oiler 

V 

1 :«>==!»:«; dahor erlntlt man 
w, worm man 

/\ lwo mm 

maclit. Hioraus kaiin mm aucli 
ein Ausdruck fdr die Griteae w 
abgeleitet werden, dor ana den 
Soiten zz und az und deni Winkol 
azz des Droieckea uzz gebildet 
ist. Bezeiclinet man nkmlich 


diesen Winkel mit «, so ist 


und dor Richlungacoofficient 


tv ~ — - ( — cos a -I- i sin a), 
az 

In dem speciellen Fade, dass az senkrecht auf zz 
und dann erhalt man 


besteht? (Fig. 6). Man hat hier unmittelbar die Proportion 

®: ~ ^ : z" — z = io — *• to ; w" — w ; 

und da die Differenzen die Abstande der entsprochUnden Pun 
Bezug auf Lange und Richtung bedeuten, so folgt angenbli. 
dass die Dreiecke ■ 

' ' .* ;* *" Und iv' low" 

gleichstimmig abnlich sind. 
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Wir breclien diese Betrachtun- Fig. 6. 

gen hier ab, indem wir die Con- 
struction der Potenzen als fiir unsere 
Zwecke nicht nothwendig tibergelien. 

Bei reellen ganzen Exponenten ergiebt 
sicli dieselbe ttbrigens unmittelbar aus 
oiner wiederholten Anwendung der 
Multiplication.’") Nur eine Bemerkung 
mdge hier noch Platz linden. Wenn 
man irgend eine analytiscbe Beziehtrag 
zwischen beliebigen Grdssen hat und 
die auf beiden Seiten der Gleichung vorkommenden analytischen 
Operationen geometrisch ausfiihvt, so wird man durch zwei vor- 
schiedene Constructionen zu dern niimliehen Punkte geftihrt. Du- 
ller iat in jedcr analytischen Gleichung zugleich ein geometrischer 
Satz enthalten. So iiberzeugt man sich z. B. leiclit , dass die 
Identit&t 

U + V , U V 

— ss v -4 

2 ' 2 

den Satz liefert, dass die Diagonalen eines Parallelogramms sich 
gegenseitig halbiren.*) **) 




§ ? 3 . 

Die besprocliene Art, complexe Werthe durch Punkte in einor 
Ebene geometrisch darzustellen, gewiihrt nun auch ein anschauliches 
Bild von einer complexen stetig veninderliclien Grosse. Denkt man 
sich nkmlich eine Keihe stetig auf einander folgender Werthe von 
z — x + iy, also auch eine Reilie stetig auf einander folgender 
und zusammengohdriger Werthepaare von x und y, und stellt jeden 
Wertli von 2 durch einen Punkt dar, so werden diese Punkte oben- 
falls eine stetige Aufeinanderfolge, d. h. in ihrer Gesammtheit eine 
Linie bilden. Wenn daher die Variable z sich stetig Endert, so 
heschreibt der darstellende Punkt z eine ununterbroehene Linie. Da 
sich dabei die reellen Veranderlichcn x und y jede ganz unabhilngig 

*) Fiir beliebige Potenzen vnoge auf einen Auf satz : „Ueber die geo- 
mctrische Darstellung der Werthe einor Potenz mit complexer Basis mid 
oomplexcrn Exponenten" ( Schlomilch’s Zeitschrift fiir Matheruatik und Pliysik 
Bd. V. pag, 345.) verwiesen werden. 

**) Ueber die woitero Ausfiilmmg dor hiemit zusammenlmngonden 
Betrachtungen sei auf die bemerkenswerthe Abhandlung von Sieltec/c; 
Ueber die graphische Darstellung irnaginiirer Funetionen (Crelle’s Journ. 
Bd. 55. pag. 22t) verwiesen. 



2 
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von dei- andern iindern kbnnen, so kann auch dor darstollendo Punkt 
z jede beliebige Linie beschreiboii. Ilioboi vcrdiont bosonders her 
vorgehoben zu werdon, dass es zur Stetigkeit der VerRudorimg von 
2 durchaus nicht notliwendig 1st, dass die von dem darstellonden 
Punkte beschriebene Linie eine nacli einem und domselben matlio 
matischen Gesetze fortgehende Curve sei, d. h. dass die ganz bo 
liebige Beziekung, in weleber x und y an jeder Stolle zu einandor 
stehen mflssen, immer durch dieselbe Gleiobung (oder tlberhaupt 
dnrch eine solche) ausdrlickbar sei. Damit die Ver&nderung von : 
stetig vor sich gehe, ist nur erforderlich , dass die Linie emeu tin- 
unterbrochenen Zug biide. Einige Beispielo milgon dies erlitutern. 
Denken wir uns, die' Ver&ndorliche z beginne ibro Veriinderung mit 
dem Werthe z — 0 und gelange, naclidem sio cine Reilie von Wor 
then durchlaufen hat, zu einem reellen positivon Werthe a , wolchct 
dnrch den Punkt a (Fig. 7) auf der a:- Axe dargestellt werdon rndgo 

indem die Eutfernung H « «*. a 
Fig- 7- sei. Nun kann die Vorttnderliolie 

z (so drticken wir uns kurz auB, 

p anstatt zu sagen : der bowogliclie 

^ Punkt, welcher den jedesmaligon 

{ \ Werth dor Variablcn z darstellt) 

L \ auf sehr verschiedonen Wo gen 

o Zt'cr n von o nacli a gelangen. Erst licit 

kann sio zwisclien <> und « nur 
reelle Werthe annehmen; dann bleibt y constant 0, und x wftoliat 
von 0 bis a. Die Variable beschreibt die Gerado o«. % w o i t e n s 

durchlaufe die Variable z die aus drei Seiten eines Rechteeks be- 
stehende gebrochene Linie oBCa, bei welcher oli «=«* h sol. Dann 
ist x von o bis B constant = 0, und y wttchst von 0 bis A, so- 
dass in B, z — ib ist; alsdann bleibt y auf doin erlangten Werthe 
b stehen, und x wSchst von 0 bis o, aodass z in 0 den Werth 
a-\-ib erlangt ; endlich, bleibt von C bis ci nun x constant «*■ «, 
und y nimmt von b bis 0 ab. Brittens nidge die Variable s 
zuerst auf der Hauptaxe von o bis */ a a gehen und dann einem uni 
den Punkt 3 / 4 a als Mittelpunkt mit einem Radius «- */ 4 a besclirio- 
benen Halbkreis durchlaufen. Wir zeigen an diesetn Boispiclc zu* 
gleich die Verlegung des Nullpunkts. Wegen der um den Punkt 
3 / 4 a beschriebenen Kreisbewegung wird nftmlich der Gang der reellen 
Variabeln einfacher, wenn man setzt 

58 = * = r (cos gp —j— « sin </)). 

Alsdann werden die Radian Vectoren vorr dem Punkte 8 / 4 a mis 

L XT: • 1 • -kT * . + < . . m . ( 1 


gerechnet. Nun ist im Nulipunkte z = 0, also z — » — »/ 4 «, und 




daber r,= 3 / 4 a , r/ = n. Auf dem We 
dann cp constant — tt, und r nimmt von 


von o bis W bleibt 
« bis ab, so dass 
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beim Beginn des Kreises z — — 1 / 4 a , und daher z = 1 / 2 (« ist. 
Beim Duiclilaufen des Kreises bleibt nun r constant — 1 f i a, und 
(p nimrat von tv bis 0 ab, so dass in a, z — - 1- 1 / 4 a j also z =■ a 
ist. Hiebei haben wir angenommen und werden dasselbe auch in 
Zukunft immer thun , dass der Neigungswinkel einer complexen 
Grdsse von der Richtung der positiven a- Axe nach der positiven 
y - Axe bin waclise, und wir werden diese Richtung die Richtung 
der wachsenden Winkel nennen. 

Man sieht aus diesen Beispielen, dass zwischeu einer veriin- 
derlichen Grdsse, welche nur reelie Worth© annehmen darf, und 
einer solehen, der man auch imaginltre Werthe anzunehmen ge- 
stattet,, ein sehr wesentlichor Unterschied stattfindet. Wahrend 
durch zwei bestimmte Werthe einer reellcn Variablen die Reihe 
der dazwischeu liegenden Werthe, welche die Voranderliche an- 
nebmen muss , ' urn von dcm ersten zum zweiten Werthe zu gelan- 
gen, schon mit bestimmt ist, ist dies bei einer complexen Ver&nder- 
lichen keineswegs der Fall, viclmehr giebt es unendlich viele 
Reiken stetig auf einander folgender Werthe, welche von einem 
bestimmten Werthe einer complexen Variablen zu einem andern 
bestimmteu Werthe hinftiliron. Geometrisch ausgedrfickt kann man 
sagen: eino reelie Voranderliche lcann nur auf einem einzigen 
Wege von einem Punkte zu einem andern gelangen, nsimlich nur 
auf dem zwischeu donselben enthaltenon Sttleke der Hauptaxe. 
Eine complex© Variable dagegen kann man, solbst wenn Aufangs- 
und Endwerth reell sind, aus der Hauptaxe beraustreten , und auf 
unendlich vielen verschiedeneu Linien odev Wegcn von einem 
Punkte zum andern gohen lassen. Wenn Anfangs- und Endwerth, 
oder nur einer von bcidcn, complex sind, so gilt natlirlich dasselbe ; 
.auch dann kann die Variable beliebige Wege oinschlagen, urn von 
dem einen Punkte zum andern zu gelangeu. 


Zweitcr Afosclmitt. 

Von den Fundionen einer complexen Variablen im Allgemeinen. 

§ 4 . 

Indem wir nun zu der Belraehtung von Functionen einer com- 
plexen Variablen Uborgobon , kuUplcu wir zwar zunUchst an den 


r 



Hi 
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aus den Elementen bokannton Bogriff einer Function von einer 
veranderlichen Grdsse an, wonach darunter irgend oiu Ausclruck 
verstanden wird, welcher (lurch mathomatische Operational!, die mit 
der Variablen vorgenommen worden, gebildot 1st; wordon nber danu 
diesen Begnff einer Erweiterung zu nnterworfen liaben, In fraiit ror 
f 14 bezeichnete man mit dom Worte: Function oincr Grosso nur 
das was wir jetzt eine Potenz nonnen. Erst se.it Johann I in', multi 
wurde diese Benennung in der erweitcrlon Bedoutung amrowondot 
dass damit mcht bloss die Potouzirung, sondern judo boliobigo nia' 
tbematische Operation oder jode Combination hUtoror "t 

wnd. In neuerer Zeit ist es nun aber nOtbig goworden den im. 
griff Function auf’s Neuo zu erweitorn und von dor Existena einos 
mathematischen Ausdrucks far dieselbe zu abstrahiron. Wonii man 
nkmlich eine Variable durch eine andere ausgodrdckt bat sotl'iss 
die era ere eine Function der letztoran ist, so zeigt Jcl, ' 2 Z 

eTn e8e WeSh e (od f UDg , beider > da88 Werthe dor oinc.i 

e n Weith (oder aucli mcJiroro Werthe) dor andorn outanriclit 

Diese ZusammengekOrigkeit der Wortlio der Function oinors ei L uud 
der unabbangigen Variablen anderorsoits ist os mm, d «n n v 
zugswe.se im Auge behalt. Sie ist es auob did i 

tntt, wo wir die Abhtlngigkeit einer Grasse von einer nndern V ,T 
kennen ohne jedoch. im Stande zu sein, das Gesetz dLer Ab hi 

aw-*: rsrrr * 
ozix xtx zt? a PF “ “ : 

-gebi t;„ W 7,ieit etae"i:r “ ^ 

mel, mittelst welcher man ftir f * h ® one abgelmtotc! For- 

nung beredmen kbnote besibon J^ ebel J e fomperatur dio 8pan- 
einea solohen “f- Trotz *» 

tlgt, die SpannungTS “ a " » b « <^ b boroch- 
weil zu jedem Werthe der letztemii . M ^ 0ul l ,0 ™ (ul ' zu botrachtou, 

AehblichverhiUt es ei„h W . tl ‘ d °f eratoren gohbrt! 

gemeinen Sinne, d. h. mit dfl^Pn^5 W,i80hei1 FutJctionou all* 
stehen, dass eine Variable mit emer^ 0 *^ T lol ? e dadurch (jnt " 
Gleichung verbunden ist. Man (Ul ’^, cirlc aigebraiHoho 

Grade bekanntlich nicht alle-emoin fl ,t dl ° ^ ei °kungen laborer 
Variable nicht.durch die ? d dab « r dio ** 

dass zu jedem Werthe derselben l!! ? 611 ' Ua man abor weiss, 
der ersteren zugehdren, so kann AuzahI von Wcrthoii 

letzteren betrachten. Dazu kommt n “S*"® &k Function der 

mdgen sie mathematisch ausdrttckW a?’/* 188 dic F «»ctionon, 
ausdrttekbar sem oder niebt, eino, moisten 
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solir gcringe, Anzahl charakteristischor Eigenscbaften besitzen, (lurch 
die sie vollstiindig, odor doch bis auf einen coustanten Factor odor 
cine additive Constantc bestimmt skid. Man kaim daber daun don 
Ausdruck der Function durch die cbarakteristiscbon Eigenscbaften 
derselben ersetzen. 

Denkt man sicb nun cine Function innerlialb einos gewisson 
Intervalles der Wertlie der unabh&ngigen Variation nur dadurch 
bestimmt, daes zu jedem Wertbo der letzteron der zugehdrigo Worth 
der erstoren gogeben oder willkUrlicb angenoirnnen ist, jodoch so, 
dass im Allgemeinen stetigen Aenderungen der Variablen attch 
stetige Aenderungen der Function ontspreehon , so tritt oin Uutor- 
scbied ein, je nacbdem der Variablen in dom gogebonen Intorvallo 
nur reello Wertbo zuertbeilt, oder aueh eomploxo Wertbo init in 
den Kreis der Betracbtung gozogen worden. Im erstoren Fallc, 
wenn die Variable nur reello Wertbo anniiumt, kann man in dor 
That die Wertbo der Function , wololio denen der Variablen zu- 
geboren sollen, ganz willkltrlich wilblen, und die einen den antler n 
nacli der Stetigkeit entsprechen lasson. Man kann daiui auch 
iqjmer einen fflr das botreffondo Interval! giiltigon analytisebon 
Ausdruck fttr die Function linden, welcber die Wertbo dc^r letzteron 
darstollt; nilmlich, wenn dies niebt auf and ere Woiso mdglich sein 
sollto, so gelingt es clocb slots raittelst der Koibon, die nacli den 
Sinus und Cosinus der Violfacbon nines Bogons fortsebroiton. Bo- 
kauntlicb ist dies sogar dami nocb mdglicli, wenn die Function an 
cinzelnen Stellen Unterbrechungon der Stetigkeit orleidoL Worm 
nun aber complexe Wertbo der Variablen mit in Botraeht kommon, 
dann stebt es niebt moln* frei, oine Reiho stotiger complexer Wertbo 
willkUrlicb zu wilblen und diese als die Wertbo einer Function an- 
zuseben, welebo einor stotigen Wortbenroibo einer complexen Va* 
riablen zugebdrou. Es tritt bier nilmlich der beeondore Urnstand 
oin , dass wenn auch in einer complexen Variablen w «*=» w -j- in 
die Grdssen u und o Functionen von den roollen Bestandtbcilen x 
und y dor Variablen s «= x -J- ki Bind, doch deswegen w nocb 
niebt cino Function von ~ zu sein braucht. Dieser Urnstand soil 
zunilchst im folgendon § etwas nlihor ordrtort werdon. 


§ 5. 

Nehmon wir zuerst an, es liege als Function dor complexen 
Variablen s => a: iy ein Ausdruck vor ; danu kann dieser wioder 

auf dio Form einer complexen Crosse, also aul’ die Form 

to ii. -j- iv 

gebraebt werdon, worin n und v roollo Functionen von x und y 


u 


7^^ CLtgS rACef 1 ' 8 '' 1 ' 1 M * 

*: 

dawn vorkoinmen. Es leuchtet ri» "™ ten v ‘>' , Wnd(mg * j_ 

von * ond y bilden karni, in d 0 non di*' ® Ioiol,t ^‘wlmnoii 

* — iy, *2 4. „s 0,1 " " coo “. dwa “'edit dor Fall i at „ , 

S’ “ber nicht von ® -U~t- g :lT woW Functionon von' r’ u „ ( i 
*r nickt Function Jn e “ ? •«»»*•«*« B c“. no ? 

s«t d i hi Sab wohi » r 

gegebener Auu^ f wo, Con iX^'t 

™ * “ d » ^uten, goniigt' ;; 8 0 ‘' ™ “i““ » b'nnotLl 

von - aein noil, °“ d d ““ *. *«““ . ^unkchut S" 

^ =5 ^ 

dz dx 

~ =a £*£ 0Z 

^ * %’ * 


Oder da 


isfc, 


8 a 

9 * 


53=3 J 


0z 

% 


£ - , s “ _ . dw 

Dnier erhalt man ala noth * ,,■ d ' J ' * " 

"on von a sei, die Gkichrag"' ^ Be(iill S““g daft,- da8s „, ^ 


dio 

Pmgekehrt kann IeiVhf ** * ~ 9 *' 

tsar's “*v JJtir.'t “■« - 

. 8Wmrt dem volbigoTa^^f^ion vou‘ata W « 

^*0 ==s £4 r 

, , a . dx ~r 0,7 dy 

de « Werth A sUtt dw . d * 

dx statt so erhtUt man 

, „ , dlO CSS / / I , 

" 0* \ dx * dy ) 

• ../-• '■ •' r dtp 

Eliminirfc man ah ^ 

Md untoraoltoidot 


0«? 
dx ' 
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die nach der Elimination gebildeten partiellen Differentialquotienten 
naeli y uud z von den vorigen durcb Klammern, so ist 

dw ” Qdy) dv + (jz) lb ' 

also worn) man dieseu Auadruck flip dw von dein vorigen sub- 
trail irt, 

0 - (£ - (£)) * - (£) *• 

Da nun aber dy und dz ganz von einander unabliHugig sind, so 
muss einzeln 



r ho 

\dzJ dx 


sein. Oaraus folgt, dass w nach der Elimination von x auch die 
Variable y nicht molir enthftlt, sondern oine Function von z .allein 

ist. In der That ist nun mit ™ gleichbedeutond , also wie 

oben — = Demnach ist die obige Gleichung 


ftw . dw 

dy 1 dx 


( 1 ) 


die nothwondige und hinreiehendo Bediugung daftir, dass w Function 
von x -j- iy ist. Ilieraus ergeben sich auch Bedingungsgleichungen 
ftlr die beiden rcellen Theile u und o. Substituirt man niimlich 
u -|- iv ftlr w, so erhalt man 


du . dv Sdn | , dv\ 

dy ‘ 1 dy 1 \?)x ' * dx; 

und dann durcb Sonderung des Reellon vom ImaginUron 

du dv chi f)v 

dx dy 1 dy dx' 

Endlich kanji man auch ftlr jode dioser Functionen alloiu cine Be- 
dingungsgloicbung herstellcn. Denn differeutiirt man die vorigen 
Gleichungen noch eiumal partiell nach x und y und eliminirt ein- 
mal v, das andero Mai «, so erhftlt man 


d*u , dhi 
dx* i dy* "" 

sodass koine dor beidon 
dern jode dor nftmHchen 
muss. 


0 und 


d*v Wv 


dx* 1 dy 2 ( S ) 

Functionen u und v willktlrlich ist, sou- 
partiellen Diflferentialgleichung genllgen 


§ 6 . 

Bleibcn wir noch bei der Voraussotzung stelicn , dass die 
Function w durcb einen Ausdruck gegebeu sei, so l&sst $ieh nun 
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aHs den Gleichungen (2) nocJi cine wicbtigo Folgorung zichon. 
Einer Aenderung dz von 2 entspricht die Acnderung d " th von m. 

(IZ 

Fiilirt man dann in der dorivirten Function * die Gronaon „ 
und x, y ein, so erhitifc man 

— = *?_+_»_*> _ dx Ch + By d,J + * (Z ,h ' + Z, dl/ ) 

dz ~dx + i dy ~~ dx + i dy 

■ Nun kann aber, wood die Variable s dutch omen I-uukt in dor 
^-Ebene dargestelH wird, diesor Punkt seine Lago i„ 
hebigeri Ktohtung kndern, und das Differential ,h + ; 

stellt die nnendlich kleine gerade Linie, die die Orlavoriindeninn 
von a augiebt, nach Grosso und Eicktung dar. Diene unondlieh 
kie,nc Gerade kann also von . ans nach joder 

mg gezogen werden. Nun zoigt aber der vorige Aimdruck, clasn 
clz VOD dz niebt unabhitngig iet , sondoru soinen VVorlli mil der 

Kichtung von dz kndert. Dm dins nook doutlicher liorvorlmta. 
zu iaasen , wollen wir in dotn vorigen Ausdrucko dan Dillcronihd- 

verhMtmss 5 einfubren. welchon ebon die Kicbtung von ,t 
mat dann U1 ' Cl ‘ D ™ i0 ” * . to “■>* «■* Nonnor orldtlt 

* *.! ±fii+'G+:-£) 

x +4 

worans hervorgeht, dass * sei„e„ Worth i„ dor That rr.it den, 

r i W ““ " i8Chen don vior “fcontialquolien- 

^ n 5 ’ ^ ke “° Beziollu, « e “ atattfindon. Birllckniohtigt 

z:: : b i *: g—*- « - — * .» ^ ^ 

seibon z. B. ~ u „d - 80 erhalt man 

^ = 8u ■ . 


-^-t^'kngigvnnl 01ld dall0r ^ ^ 

Wan.a.o.e.neFnnctiondereompUzenVariab. 


ist > soiat die Der iy ir 


• , u,w 

nte una bhilngig von 


uaas uiu virus vuu ma ivn, in weicner cue variable z aich 
verftndert, uuabliilngig ist. Hoi einor Function von oincr reollcn 
Variablen koimnt die Vortlnderung dor Variablen selbst nicht in 
Betradit, veil diese Verilndcrung ebon nur auf cine einzige Art 
vor nidi gohon kann. Hoi Functionon einor complexen Variablen 
dagegon apiult gerado die Vorscliiedenartigkoit, mit dor die Va- 
riable sich vuriiudem kann, cine groasu Kollo, und dalier ist dor 
gofuudonc Salz, class die Dorivirte einer Function einor com- 
plexen Variablen von dor Art dor Vonlnderung der Variablen un- 
abhilngig iat, von grosser Wiehligkoit. Audi wird erst dadurcli, 

class (h von <lz vollatfludig, d. li. sowohl von dor Lknge als aueli 


von dor Uichtung dieser unondlich kleinon Geradon unabhtiugig 
ist ^ der Bogriff der dorivirten Function in der Woiso zu einem 
bestimmten, wio or oh boi reollcn Variablen 1st. 

Bis jotzt liaben wir angcncmmten , class die Fuuction to durch 
einen matheniatischen Auschuek von gegebon soi. Lassen wir 
nun diese Voraussclziuig fallen und nelunou wir vielmehr an, dass 
innerhalb oines gowisson (Jebietos zu jedcm Wertbo der Variablen 
z dor Worth der Function w> bekannt aoi, welcher sich mit z im 

Allgemoinon stotig ilndero, so werden wir, clamit aueli die Deri- 

virto der Function «’ einen bestimmton Sinn babe, nocb die For* 

doming liiuzitftlgon mdssen, class dieselbo von dem Differential dz 

unabhitngig soi. Die KrftUlung dioser Fordorung ist dann aber 
wiocler hinreichond, um w als Function von a; -{- iy zu charakteri- 
siren ; dcnn aus ihr folgen wicdor unsoro frtlboron Bedingungen 

(1), (2) odor (8). Soil nilmlieh der Ausdruck (4) ftlr ~~ unab- 


likngig von dz, odor was classelbe ist, 
aus ilun folgondo Gloichung 


von 


dy 

dx 


sem, 


so muss die 


tlio 

dz 


thi 

dx 


ftlr jeclen Worth von 


also, wie oben 


. ft V 
l „ 

dx 

■ + ( 

. dw 

* , 

dz 

— 

du , 

~ dy ~~ 1 

dy 

dx 

erftlllt 

sein. 


Demnach 

tlw 

du 

+ * 

flv 

dw 

dz 

ss=a dx 

dx 

SBSa dx 

dm 

flu 

I 

dv 

dio 

dz 

dy 

+ * 

dy 



• \ d l 

dyJ dx 
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men aiiem tiiesen bat nun Riemcmn*) eino Function ejuoi* cotu- 
pJexen Grosso foJgendermassen definirt ; ,, E i n e v o r <i n cl o r 1 i eh 
complexe Grosso w heisst cine Function ainor aiulc- 
ren ver&nderliclien comploxon Grtisac.-, worm sic sieli 

mit ihr so Hn d e rt, class der Worth dor Derivirton dw 

unabhfingig von dom Werthe dea Differential!, rf; i,t* 
odor me es an einer andern Stello**) auegedrilckt iat : .worn, 

" sich mit * + V dor Sloiokung 9 ’" - < fl "' Ku „ lit . s 
a„dert.“ *• ! ‘ 81 ' 

Hiernaeh toast sieli nun auch leicht bowoisen, daaa worm 

erne Funchon von a iat, die Derivirto ~ ea ubonfaiia soil, muss. 
Denn aus den Gleichungen 

dw l dw 

fokt Tig 


dw 

~dz auo " dor Gleichung (l). 
unction von % « « ~|- ^ U nd 
t 10 auch Function von £. Dei 


7 dw dz 
clw = ~~ it (fi'c _ 
dx { S 

Differeutialquotienten 


die partiellen 
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dw dw dz did . Qia dz 

()£ dx r)f ’ ())[ * dx dp 

utkI folglich ist aucli 

dw . 'dw 

drj = * dp 

also w aucli Function von £ -j- it]. 


§ V. 

Die so ebon aufgestellto Bedingung besitzt aucli cine bestimmte 
geometrisclio Bedcnlung, welche noeli erOrtert werden soli. 

Ist wio oben 

z era a: — J- it/ und w = u — |— tv, 

so Bind a; und ?/ die recbtwinkligen Coordinaton eines Punktos z 
in oilier Ebeno, und u und v die recbtwinkligen Coordinaton eines 
Punktos w in doraelbon oder in einor andern Ebeno. iBt nun w 
eino Function von z, so wird die Lage des Punktos w von dor 
Cage des Punktos z abliilngig soin, und bosebroibt c oino Curve, 
so wird w eine von dor letztoren abhiUigigo Curve bosebreiben ; 
kurz das gauze aus don Punktcn w bestohondo System wird in 
elner bestimmten Abbilngigkoit von dom aus don Punkten z gebil- 
deten Systeme slobn , wenn w oino bestircunte Inunction von a ist. 
Riemann nenut alsdanu das System dor Punkte to die Abbildung 
der Systomes der Punkte a. In Folgo der obigen Bedingung stelien 
nun die beiden Figuren-Systeme in einer ganz bostimmten Beziebung, 
welche boi jeder Function stattlindot. 

Kb soion z und z (Fig. 6) zwoi unendlich nahe an einem 
dritten Punkte * gologeno Punkte, und 
man sotzo die nach vorsobiedonen Rich* Fig, c. 

tungen laufonden unondlicb kleinen Ver* 
bindungslinien 

zz essaa dz' , zz' C!Sa dz" , 

Forner seien to, to, w" die den Punkten 
z , s' , z entsprechenden Punkte, nnd 
dio ebenfalls unendlich kleinen Verbin* 
dungalinion 

who *“■* dw' j %()U) S3S! dw". *) 



dvi 


*) Man ‘bemerke , class wenn aucli von dz nnabliiingig ist, docli 
dz ist, seine Rich tun# und 0 rosso mit dz ini AJ1- 


dn > , wolclios 


dw 


goinoinou Undort, 
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Soil nun -g far jede Richtung von dz densolben Worth liabon, 

so muss dw' dw" t dw dz 

dz ~ r ' dz" ° tei dw" ~~ dz 

sein. Nnn kann man aber die Differentiate dureli die Difierenzon 
der unendlich nahen Punkte ersotzen, also schreibon: 


dz = z 

,7 9* *9 


dann hat man 


w" — W z" — s 

und folglich sind nach § 2 die Dreiecke z s' und m w 
einander ahnlich, namlich die Winkel z z z und in w w" cinandoi 
gleich, und die sie einsohliessenden Seiten proportional Da nun 
dies fflr jedes Paar entsprechender Punkte « und w atattfindou 
muss, so ist die von dem Punkte w besohriebene Figur dor von 
dem Punkte z beschriebenen in do ji unendlich k I e i n e n T h e i - 
len ahnhch , and zwei sicli schneidende Ourvon in dor Ebono 
der w bilden mit einander denselben Winkel, wio die onteprocl.cu- 
den Curven in der Ebene der «. Dabei ist jedoeh zu bemerken, 

dass hierbei vorausgesetzt wird , dass woder Null nooh unend- 

1 . lch se L I * Wir werden sp^ter Belien, dass in dioscn Fallen eine 

ei °a ritt Sieheck nennt dio Abhftngigkoit , in welder 
das System der to von dem der 2 steht, Verwandtschaft 

ZLn W n S611 dGr Eigenschaft ’ da88 je zwei Paaro von cnt- 
spiechenden Curven unter sick gleiche Winkel oinsehliesson, isogo- 

na!e Verwandtschaft. Von. solchen isogonalen Vorwandt- 

abef S Be n z u^ W fl ai f E r jelh u iten SChori in ««>BBor Ansahl bekannt, 
® . B ^ e auf lhre allgemeinen Eigensckaften sind bis jetzt 

AehnD 1 chke e it llnte T Ch i- namlich die 'Verwandtsclmff de 
teMeve von ml ^eisverwandtschaft, welcho 

Als BeisS d- ,n r neue / e , Geomotrie ****** word on let, 
a is Beispiel diene die einfache Function 

w = z%. 

Wir erlialten hier 

mS flaher " ** *’ ~ + 2h » 


?/ 2 -j- 2ixy 


*) Vgl. § 40. 
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wodurch die Bedingungsgleichuugen (2) verificirt sind. Ltlsst man 
nun z. B. z die y/-Axe beschreiben, sodass a ~ 0 iat, so hat man 
s = iy uud w = — y/ 2 ; daher beschreibt w den negativen Tliell 
der Ilauptaxe und zwar nur diesen , sodass , wenn z von a tlber 
o nach h gelit, w sicli von a nach o und dann wieder zurtlck 
nach l) bowegt, wo a und // zusammenfallen , wenn t w == ob an- 
genommen wird (Fig. 8). LUsst man ferner s einon Kreis urn 
den Nullpunkt mit dem Radius r beschreiben , sodass , wenn man 
~ ~ r (cos ( P ~f* * sin (/>) setzt, r constant bleibt, so ist w =» 
?- 2 (cos 2 </> — j— * sin 2 </>) , also beschreibt aueb w einen Kreis um 
den Nullpunkt mit dem Radius r 2 . Da aber dem Winkol y von 
s der Winkel 2 </> von w entspricht, so durchlftuft w soinen Kreis 
doppolt so rasch als s. Beschreibt a. B. c von a aus einen Halb- 
hreis in der Ricbtung der wachsendon Winkel nach b, so beschreibt 


Fig. 8. 



w einen ganzen Kreis von a nach dem mit a zusammenfallen- 
den Punkte //. Der Winkel aber, den die Gerade uud der Kreis 
in z und in w mit einander bilden , ist bei boiden ein Rechter. 
Lltsst man z eine durch den Punkt 1 gehende mit der yy-Axe 
parallele Gerade cd beschreiben, so beschreibt w eine Parabel. 
Dies ergiebt sicli einfach so, dass man, weil in diesem Falle x 
constant ===== 1 ist , in den Gleichungen u = a; 2 — . ?/ 2 ', v = 2 xy, 
as =* 1 setzt und y eliminirt ; dadurch erhftlt man zwiseben den 
Ooorclinaten u und v des Punktes iv die Gleichung u 2 == 4 (1 — w), 
welche zeigt, das w eine Parabel beschreibt, welche ibren Seheitel 
in 1, ihren Brennpunkt in o hat, und fflr welche der Parameter, 
die Ordinate ira Brennpunkte, == 2 ist. Durch Untcrsuchung der 
Tangenten in den Durchschnittspunkten c und d ' , welche c und 
d entsprechen , liesse sich wieder leicht veriliciren , dass die Pa- 
rabel den Kreis in w unter denselben Winkeln sclmeidet, wie die 
Gerade cd den Kreis in a. Um endlich auch einen der Aus- 
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nahmefall 0 dureh ein Beispie! m erl&utern , beaohreibo nodi - 
die Hauptaxe; dann bleibt 2 reeil, also w positiv, and folfrlicli 
* den positiven Theil der Hauptaxe. Diaeor abe 
bildet mit dem negativen Tlieile, weloher der y-Axe in - 0 «t 
spraeh einen Winkel von 180% wShrend die and y-Axe in " 
emen Winkel von 90<> mit einander Widen. In dor Naho la 
Nullpunktes findet also nicht Aehnliclikeit in den tmeudlieh klei- 
nen Theilen statt, tin d in der That erlullt in dicnem Pankto die 
Derivirte ~ ~='2z den Worth Null. 


Dritter Abscluiilt. 

Mehr/joutige Functioueiu 




§ 8 . 

S&jsat w s z rV sl s « 

* to Endpuncte z, eriangT” sich^iu w r° * " 9 

m beschriebenen , von w n au^HAn? ’ a ZU ^ a ® en > ob 1,10 von 

Bcben and”*, bZhZbZf ?' . 0urven ’ «'<><» <1® wi- 

Pnokie w, Mdlgen mflsaeii od™ “r he “ ’ ‘?™ r in (Je “ 9oll >™ 
Punkten endigen kcfonen. Nan j 8t b f 81 ?. aao {? 111 veraobiedenen 

Punctionen der Endwerth w i von dem Wee-e^’ hnf b ?* e, *“ denti S on 
denn sonst mflsste die Function fn • g6 ^^ogig sein muss, 
™> :i. mehrere Worth 7 t5£S T„ ”* " od de “ 8Blta > Worth 
%«> Function men der ? 8 boi etow «*■«» 

Functionen fallt dieser Grund fort ^ bei den rae,jrde w%^i 
That die Gilw solchen hat in der 

daher ist von vorn herein dieMcteliehlJf ‘ '* mehr6re W(3rtllc > mid 

#schiedene Wege auch zu veLl Adln nIC p aU l 8geaCl,1^)SSen, daas ver * 

werthep mb™ k 8o l tI fl T“7 fi Pa “ kte " »%. Actions- 

man z. B. m w y z die Va . 




Es sind nun hier vor alien Dingen solclie Punkte ins Auge 
zu fassen, in welchen zwei oder mebrere Werthe der Function w, 
die im Allgemeinen verschieden sind, einander gleich werden. Ein 
solcher ist z. B. for w = ]/7 der Punkt s = 0, . in diesem wer- 
den die im Allgemeinen mit verscliiedenen Vorzeichen behafteten 
Werthe von to einander gleich, niimlich beide = 0. Betrachtcn 
wir ferner die durcli die cubische Gleichung 

«£> 3 V) -}- 2 — 0 

definirte Function, so liefert hier die Oardanische Formel, wenn der 
Ktlrze wegen 




y * (-=- vT-i ), ! ? = 


/* ( - H- V* — i>- 


nnd die beiden imaginaren Cubikwurzeln der Einheit 

— 1 + * ']/' 3 — 1 — i j/~3 

2 Q~~~ 


gesetzt werden, folgende AusdrUcke ftir die drei Wurzoln der obi- 
gen Gleichung, welchc mit w u ?o 2 , w B bezeichnet werden mogen: 

w \ = P + tf 
Wc, — up -}- a^q 
w B — cfip -J- uq. 

Ftlr jeden Worth von a hat hier im Allgemeinen v> die drei Werthe 
«> 2 , Von diesen werden aber die beiden letzten einander 
gleich, wenn p — q ist, was eintritt, wenn 


z 



*) Wir liaben bei diesen Betrachtungcn die (nicht rationalen) a]ge- 
braischen Functioncn im Ange und setzen dahcr stets vorans, dass die 
Anzalil der Werthe, welclie die Function fitr den namliclicn Werth der 
Variablen z annelnnon kann, eine endliche ist. 

Durfigo, Funct. compl. Var. 2. Aufl. 3 






ist. In diesem Punkte wird 

hk 2 *= W) 8 = Yi 

Nehmen wir nun an , in clem wir an dieses Iloispiol die fern ere u 
Betracbtungen ankntipfen, die Variable z vcrHndere si eh stetig, 
oder der sie darstellende Punkt beselireibo cine Linio, bo werden 
die drei Grossen w t , »o 2 , ?« 8 sieh cbenfalls, jodo file aieli , stetig 
andern, oder die drei entsprechendon Punkte werdon drei abgoaon- 
dert verlaufende Linien beselireiben. Weim abor dureh den 


2 

Punkt 2 = --7= bindurehgeht , so nebmen boide Grdssen w a mid 

]A7 

w 3 den Wertb Y i an 5 die beiden von w 2 und w ;t beschrio- 
benen Linien werden daher in dem Punkte Y & sausamraon- 
treffen. Beitn Ueberschreiten dieses Punktea kann demnacb olme 
Unterbrechung der Stetigkeit ?/; 2 in w 3 , und w z in tlborgehen, ja 
es bleibt vollstandig willkilrlicli, auf woleber dor beiden Linien man 
jede der beiden Grossen % und w 3 ihren Weg fortsetzon lassen 
will. Es findet an dieser Stoll© gleicbsam eine Verzweigung 
der Linieu statt, welehe von den Grdssen ?o 2 und boschrioben 
werden; daher bat Eiemann die Punkte der s-Ebono, boi 
welchen ein Function swerth in einen anderen tlbergeben kann, V o r- 
zweigungspunkte genannt. In unserein Iioispiolo ist hienach 


der Punkt 2 


ein VorzwoigungBpimkt (nicht otwa 


v, « Yi ). Zur Eriauterung ist Fig. A und B beigofUgt 
worden. In Fig. A sind die drei Linien w t , w & , w 3 fllr den 
Fall gezeichnet, dass z eine der ,y- Axe parallele Gerado bo- 


schreibt, welcbe dureh den Verzweigungspunkt e =*= ^ .. 

(Fig. B) hinduvchgeht. Dabei ist aber die Linie % der Deutltohkeit 
wegen in doppelt so grossem Maassstabe, als die tlbrigen, Linien, 
dargestellt und, um Raum zu sparen , naher an die Ordinatenaxe 
herangeriickt , als sie eigentlich verlftuft. Die Punkte iv, welehe 
den Punkten 2 entspreeben, sind mit den namliehen Buchstaben und 
hinzugeftigten Indices 1, 2, 3 bezeiebnet. Das Bild der Verzwei- 
gung tritt nun noch deutlicher hervor, wenn man nur eine tier 
Grossen , z. B. ^u 3 , verfolgt. Diese beschreibt die Linie b B c 3 d. M 
welehe siob dem Punkte e 3 = e 2 = Yi niihert, wenn » auf der 


Linie bed an den Punkt e = ~^L=- heran geht; tibersebreitet nun 

y 27 

z diesen Punkt , so gehen fttr w 9 zwei Wege von e 2 = e 3 = ]/" J 






Fig. A. 


Fig, B. 
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spr cch end angeselien werden kann j es theilt c 

aicli der dem ?/> 3 freistehende Weg boi e 2 = e 3 X 

wirklich in zwei Zweigc. Wenn nun z von 
h nacli h durcli den Verzweigungspunkt e gelit, , 

so kann w. t von b 3 ebensowohl nach b 3 wie y 

nach /i 2 gelangen, und ebenso w 2 von aus; 
bei einem solchen durcli einen Verzweigungspunkt hindurchfiihrenden 
Wege bleibt also der Endwertli der Function unbestimint. Wenn 
dagegen z von b nacb h einen Weg beschreibt, der niclit durcli 
•einen Verzvveigungspunkt ■ hindureh ftllirt , so kann zwar je nach 
der Beschaffenlie.it dieses Weges der Endwertk der Function ein 
verscliiedener sein, er ist aber fill' jeden bestimmten Weg des z 
immer ein ganz bestimmter. Audi dies erlautern die Figuren A 
und B. Geht namlich 2 von b iiber d, und dann kings der ge- 
strichelten Linie tiber m nach f und h, so geht w 3 von b 3 iiber d 3 
und dann liings der ebenso bezeichneten Linie tiber m s nacli f 3 
mid h 3 ; von 7; 2 liber ci 2 , m 2 , j'% nach 7( 2 ; w 3 erlangt dann den 
bestimmten Worth Zt 3 , und' n>. 2 den bestimmton Werth A 2 . Diese 
Endwerthc werden andro, aber wiederum bestimmte, wenn z den 
Verzweigungspunkt e auf dor anderen Seite lilngs der punktirten 

s* 






YV 


memen sina nun boionu ruujuc uci s-juuuhc, xu 
sonst verschiedene Werthe einer Function einander gleich werden, 
in der Regel auch Verzweigungspunkte der Function. Von oilier 
Ausnahme hievon soil sogleich die Rede sein. 

Eine ahnliche Verzweigung der Function findet fUr solche 
Punkte statt, in denen w unendlich gross wird und dadurch cine 
Unterbreckung der Stetigkeit erleidet. Dies ist z. B. bei der (lurch 
die Gleichung 


3 

(s — b) (w — c) 3 = z — a odor to 

bestimmten Function der Fall, in welcher a, b , c drei comploxo 
Constanten, also drei feste Punkte bedeuten. Hier ist Z 5=323 Cl cin 
Verzweigungspunkt , in welchem drei Werthe der Function in dom 
einen w = c zusammenfallen. Ausserdem aber werden ftir s = b 
alle drei Werthe von w unendlich gross. Hier erleiden die drei 
Functionen eine Unterbrechung der Stetigkeit, und daher kann es 
wieder unentschieden bleiben, auf welchem Wege jedo fortzusetzcn 
ist, weil wenn die Function einen Sprung macht, sie eben so wolil 
nach der einen, wie nach einer anderen Fortsetzung ihres Weges 
iiberspringen kann. Daher ist z = b ebenfalls ein Verzweigungs- 
punkt. Auch im Allgemeinen sind diejenigen Punkte, in denen w 
unendlich gross oder unstetig ist, in der Regel Verzweigungs- 
punkte. 

Es kann hievon aber auch Ausnahmen geben : es giebt Fillle, 
bei welchen Punkte, in denen Functionswerthe einander gleich oder 
unendlich gross werden, doch keine Verzweigungspunkte sind; 
Dies kann fur jetzt nur erst an einem Beispiele oriautert werden. 
In den Functionen 



n 

sind z — 1 und z = 


z 2 und 


Y l — z* 

1 Verzweigungspunkte ; dagegen in 


(z — a) Y z «nd 


(z — a) Y z 




Abschn. III. Mehrdeutige Functionen. § 8. 


37 



ist s — a kein Verzweigungspunkt, obgleich die Functions wertlie 
an dieser Stelle im ersten Falle beide gleich Null und im zweiten 
beide unendlicb gross sind. Wenn n&mlieh s den Punkt a iiber- 
schreitet , so hat sowohl z — a als auch y z eine ganz bestimmte 
stetige Fortschreitung : z — a, weil es tiberhaupt eindeutig ist, und 
y z , weil -f - y a ohne Unterbrechung der Stetigkeit nicht plotzlich 
nach — y a ilberspringen kann. Daher liaben auch die aus diesen 
Grdssen auf rationale Weise zusammengesetzten Functionen an dieser 
Stelle ftir jede von 2 beschriebene Linie eine bestimmte Fortschrei- 
tung, und es findet keine Verzweigung statt. Die Verzweigungs- 
punkte sind demnach zwar nur unter denjenigen Punkten zu suchen, 
in welchen entweder eine Unterbrechung der Stetigkeit eintritt, oder 
mehrere Functionswerthe zusammenfallen ; aber ob solche Punkte 
wirklich Verzweigungspunkte sind, muss noch besonders ontschieden 
werden. 


Die vorigon Bctrachtungen haben gezeigt, dass wenn die Va- 
riable z von einem beliebigen Punkte z 0 ausgehend nach einem 
andern Punkte zj hin einen Weg beschreibt, welcher durch einen 
Verzweigungspunkt einer Function w hindurchftihrt , dieselbe in z r 
verscbiedene Werthe erhfl.lt , je nachdem man sie auf dem einen 
oder dem andern ihrer Zweige weiter gehen lasst. Bei einem 
solchen Wege des 2 ist also der Werth des w in s, unbestimmt. 
Auf jedem andern Wege dagegen, der nicht durch einen Verzwei- 
gungspunkt hindurch fUhrt, erhalt to in z t einen bestimmten Werth, 
und wir wollen nun zeigen, dass zwei Wege, die beide von s 0 nach 
Zf fuhren , dem to in z y nur dann verschiedene Werthe 
zuertheilon, wenn sie einenVerzweigungspunktein- 
sch lies sen. Dazu beweisen wir zuerst folgenden Satz: 

Lflsst man die Variable z zwei unendlich nalie 
liegende Wege 2 0 m 2 r und 2 0 nzj (Fig. 9 ) von s 0 nach sj 
beschreiben, welche an keiner Stelle einem Punkte 
unendlich nahe kommen, in dem entweder die Func- 
tion w unstetig wird, oder in welchem mehrere 
Functionswerthe zusammenfallen, so erhalt die 
Function w , wenn sie aus z 0 mit dem n am lichen 
Werthe ausgolit, auf beiden Wegen in 2 t den nflm- 
lichen Wertli. 



Punkt a einem solcben Punkte unendlich nalio liogt, 
in dem mehrere Functionswerthe zusammen fallen. 
^ (Vgl. Fig- A und B S. 35. In diesem Beispielo 
nahern sich die von den Functionsworthen beschrie- 
benen Linien nur fttr den Punkt c, witkrend sio fttr 
alle anderen Punkte a in endlieben Entfernimgon 
von einander veylaufen.) Da nun die beidon 
Wege aotnai und z 0 ns, der Voraussotzung gomilSH 
sich nirgend einem solcben Punkte nahern, so sind die verscliic- 
denen Werthe, die to in irgend einem Punkte dor beidon Wege 
haben kann, um endliche Grossen von einander verschiedon. Folg- 
lich konnen auch die Werthe, welche die Function w auf den boi- 
den Wegen z 0 mz t und z 0 nz x in z L erlangt, nur entweder einander 
gleich oder um eine endliche Grosse von einander verschioden soin. 
Nun kann aber die letztere Alternative nicht Statt haben. Dcnkt 
man sich nttmlick, dass zwei bewegliche Punkte z die beidon un- 
endlich nahen Wege z Q mz i und z 0 nz } in der Art durcblaufen, dass 
sie stets einander unendlich nahe bleiben , und bezeichnet mail die 
Functionswerthe auf der emeu Linie mit w m und auf dor anderen 
mit w n , so konnen zv m und w n langs beider Linien nur um cine 
unendlich kleine Grdsse von einander verschioden soin, da der Vor- 
aussetzung nach w bei beiden Wegen aus z 0 mit dem nllmlichon 
Werthe ausgeht, und beim Uebergang von einem Punkte der einon 
Linie zu einem unendlich nahen Punkte der anderen Linio Stotig- 
keit stattfindet. Wenn nun w m und w n in z t um einc endliche 
Grosse verschieden waren, so milsste mindestens eine dieser Func- 
tionen an irgend einer Stelle einen Sprung machen, was durch die 
Voraussetzung ausgeschlossen wird , dass die beidon Wege z 0 mz l 
und z 0 nz x sich keinem Punkte nkherm sollen, in welchom eine 
Unterbrechung der Stetigkeit eintritt. Demnach konnen w m und 
w n in z 1 nicht um eine endliche Grosse von einander verschioden 
sein, und daher sind sie nach dem Obigen einander gleich. 

Denkt man sich nun, nachdem dies festgestellt ist, eine Reike 
auf einander folgender und unendlich nahe an einander liegendev 
Wege, alle zwiseken den Punkten z 0 und z t , und so beschaffen, 
dass keiner derselben sich einem Punkte nakert, in dem entweder 
- Unstetigkeit eintritt, oder Functionswerthe zusammonfallen, so erha.lt 
die Function auf alien diesen Wegen den namlichen Werth in 
Daraus folgt dann: Wenn ,man einen Weg zwischen zwei Punkten 



Punkte z 0 und z, zusammenfallen, wenn die Variable also eine ge- 
schlossene Liuie bescbreibt. Die obige Bedingung verwandelt sicb 
in diesem Falle in die, dass die geschlossene Linie keinen der er- 
wftbnten kritiscben Pnnkte einschliessen darf. LtLsst man dalier 
die Variable z von z 0 ausgebend eine geschlossene Linie beschrei- 
bon und winder nacli z 0 zurUckkehren, so erhalt die Function, wenn 
die Variable die geschlossene Linie durchlaufen hat und zum zweiten 
Male nacli z 0 kommt, hier denselben Worth, den sio beim Aus- 
gange Latte, wenn die geschlossene Linie keinen Punkt umgiebt, 
in welchem entweder Unstetigkeit eintritt oder Functionswerthe zu- 
sammeufallen. 

Solche geschlossene Linien, die von der Variableh s beschrie- 
ben werden, sind nun ftir die Untersuchung des Einflusses, den der 
Weg, auf welchem die Variable z nach irgend einem Punkte liin- 
gelit, auf den Wertli austibt, wolcheu die Function w in diesem 
Punkte orlangt , maassgebond. Umgiebt eine geschlossene Linie 
keinen der sehon so ol't orwalmten Punkte, so iindert, wie gezeigt 
worden ist, die Function ihren Worth nicht ; umgiebt sie aber einen 
solchen Punkt, so kann die Function ihren Werth andern, oder 
auch niclit ilndcrii. Werden terner von der Variablen zwischen 
zwei Punkten zwei Wege durchlaufen, die keinen derartigen Punkt 
einschliessen, so ftlhren diese zu gleichen Functions werth en. Wir 
haben (labor nur Wege zu betrachten, die oinen solchen Punkt ein- 
schliessen. Sei nun n (Fig. 10) oin Punkt von dieser Art, und 
nelimcn wir zwei Wege bde und bee an, welche «, aber keinen 
anderen ahnliehen Punkt einschliessen. Aus b gelie w mit dem 
Werthe w 0 aus und erlango auf dem Wege bde in e den Worth 
• Liisst man dann aber die Variable z , ehe sie den anderen 

Weg bee betritt, zuvor eine den Punkt a um- 

gebendo geschlossene Link) bghb durchlaufen, 
so kann der Weg bghbec in bde umgeformt 
werden, ohne dass der Punkt a tiberschritten 
wird, folglich orlangt w auf diesem Wege in c 
ebonfalls den Werth w> 0 ', wenn es aus l> mit 
dem Werthe «j 0 ausgeht. Wir haben also Fol- 
gondes : 

auf bde geht w von w 0 nach w 0 ' 

n bghbec „ w „ «i 0 „ Wq \ 

Nelimen wir nun zuerst an, ia andere seinen 


Fig. 10. 




und daher 

auf bee „ w „ tvj „ w 0 '. 


Demnach erlangt w auf bee in c den Werth wf dann , wenn es 
aus b mit dem Werthe w x ausgeht; I asst man es also aus b mit 
dem Werthe w 0 ausgehn, so kann es den Worth w 0 ' niclit erlangen, 
sondern muss zu einem andern Werthe geftihrt werden. Wenn 

dagegen ip auf der gesehiossenen Linie bghb seinen Werth nioht 
andert, so haben wir zu setzen: 

- auf bghb geht to von ioq nach 

j) bee „ w ,, wq „ i.0q ; 

dann erlangt also w, aus & mit dem Werthe w 0 ausgehend , aueh 
auf dem Wege bee den Werth w 0 \ 

Hieraus folgt nun: wenn zwei Wege einen unserer in Bode 
stehenden Punkte a einsehliessen , so ftihron sie zu vorsehiedenen 
oder gleichen Fimctionswerthcn , je naelidem die Function w beim 
Durchlaufen einer den PuDkt a umgebenden geschlossoncn Linie 

ihren Werth andert oder niebt Sndert. 

Jetzt sind wir im Stande, die Verzweigungspunkto nilher Ibsl- 
zustellen. Es soli nkmlich ein Punkt a, in welchcm entweder cine 
Unstetigkeit eintritt oder mohrere Functionswerthe zusaramonfallon, 
dann und nur dann ein Verzweigungspunkt gonannt 
werden, wenn die Function beim Umlaufc urn cine 

diesen Punkt und keinen andern fthnlichop umgo- 

bende geschlossene Linie ihren Werth tin del' t. Ilie- 
bei ist jed'och zu bemerken, dass es niebt nothwendig ist , dass 
alle Functionswerthe gleichzeitig ihre Werthe andern. Damit dor 
betrachtete Punkt ein Verzweigungspunkt sei , ist nur erfordorlich, 
dass dies bei irgend einem der in Betracht kommenden Functions- 
werthe eintritt. Es kann namlich der Fall vorkommen, dass bei 
dem Umlaufe urn einen Verzweigungspunkt nur einige Functions- 
werthe sicli andern, wahrend andere ungekndert bleiben. Das 
pag. 34 ff. betrachtete Beispiel bietet einen solchen Fall dar. 
Lasst man die Variable z in Fig. B die geschlossene Linio dpfm.it 

durchlaufen, welche den Verzweigungspunkt e = --%-- umgiebt, so 

y \ 27 

ersieht man aus Fig. A, dass dann % in u> 3 , und w 3 in w 2 liber- 
geht, dass aber seinen Werth niclit kndert , sondern ebonfalls 
eine geschlossene Linie beschreibt. Hierait ist denn der im Ein- 
gange dieses Paragraphen ausgesprochene Satz dargethan, dass zwei 
verschiedene , dibselben Punkte verbindende W ege nur dann einer 
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runkto stattnnacnuen werthe cladurch aut stetjge Weise ubergohn, 
dass die Variable z von z 0 aus eine geschlossene Linie beschreibt, 
welclie einen Verzweigungspunkt umgiebt. 

Geschlossene Linien, welclie zwei Oder mehrere Verzweigungs- 
pankte utngeben , konnen ebenfalls auf solche geschlossene Linien 
zurtickgefiihrt werden , welclie nur einen Verzweigungspunkt ent- 
halten. Denn zieht man von einem Punkte z 0 aus um jeden Ver- 
zweigungspunkt eine geschlossene 
Linie und Utsst die Variable dieselben Fig- n. 

eine nach der anderen durchlaufen, 
so kann dieser Weg, ohno dass einer 
der Verzweigungspunkte tiberscliritten 
wird, in eine geschlossene Linie 
umgeformt werden, die von z 0 aus 
allc Verzweigungspunkte uragiebt. 

(Fig. 11, wo a und h zwei Verzwei- 
gungspunkte bedeuten.) Man stollt 
solche geschlossene Linien um die einzelnen Verzweigungspunkte 
am einfaebsten dadurch her, dass man um jeden einen kleinen 
Kreis beschreibt und jeden dieser Kreise mit zp durch eine Linie 
verbindet, die dann doppelt, bin und wieder zuriick, durchlaufen 
werden muss. 



§ 10. 

Es sollen nun die vorigen Betraclitungen an einigen Beispielen 
erl&utert, und daran zugleich gezeigt werden, in welcher Weise die 
Functionswerthe beim Durchlaufen gesehlossener , einen Verzwei- 
gungspunkt umgebender Linien in einander libergehen. 

Erstes Beispiel. 

w = y z. 

Hier ist s = 0 ein Verzweigungspunkt. L&sst man die Vertliider- 
liche von dem Punkte z = 1 ausgehen und die Peripherie eines 
um den Nullpunkt beschriebencn Kreises durchlaufen, so ist dies 
eine geschlossene Linie, welehe den Verzweigungspunkt umgiebt. 
Gelit nun die Function w =» ]/"a von dem Punkte z — 1 mit dem 
Werthe w = -j- 1 aus, und setzt mau 

z — r (cos (p -j- i sin <p), 



so ist zuerst im Punkte z — 1, t — 1 nod cp 0. Diucliliiult 
dann 2 die Peripherie des Kreises in der Richtung dor waehscnden 
Winkel, so bleibt r constant = 1, und </> nimmt von 0 bis "In- zu. 
Kotrnnt also die Veranderliche wieder uach doin I uiikto - — 1 
zurUck, so ist jetzt 

^ = cos 2 n -j- i sin 

und folglich 

w = z = cos n i sin n <== — 1 ; 
die Function hat also jetzt im Punkte 2=1 nicht wieder den 
ursprtinglichen Werth — j— 1 , sondorn don andorn Worth ~~ 1 or~ 
halten. Ganz dasselbe tritt auch cin , weim die Variable irgend 
eine andere geschlossene, den Nullpunkt oinmal uiugobondo Lillie 
von 2=1 aus beschreibt; denn dieser Wcg kann durcli alluililige 
Aenderungen in den Kreis tibergeftlhrt werden, ohno class daboi dor 
Nullpuukt iiberschritten .wird. Geht tlborhaupt w iriit dem Worthe 
wq von irgend cinem Punkte z 0 aus, fttr wclchen 

~o — r o (cos to + i ski <pq) 
also 

t «o = r 0 - (cos k 7>o + i sin i $Po) 

ist, und beschreibt 2 eine geschlossene Linie, welclio cion Nullpunkt 
einmal in der Richtung der waclisenclen Winkel umwindet, so ist 
bei der Riickkunft nocli z 0 

z — r 0 (cos (cf 0 -j- 2 tt) -j- i sin (cp 0 -J- 2 Jr)) 
geworden; mithin ist dann 

to = r 0 ^ (cos (i (/},) -j- rr) -j- i sin (i 9)0 + 7r ')) 

— — Wq- 

Wird die geschlossene Linie zweiuml von der Variablen durclilaufen, 
oder beschreibt letztere eine andere geschlossene Linie, welclio den 
Nullpunkt zweimal umwindet, so wachst das Argumont von 2 ura 
4 tt, also das von w um 2 zr, und folglich erhalt dann die Function 
ihren ursprtinglichen Werth wieder. 

Man lasse nun die Variable von dem 
Fig. V2. Punkte 2 = 1 nach einem beliebigeu Punkte 

Z Z gehen, und zwar zuerst auf einer Linie 

'V 1 cZ (Fig. 12), wolche den Nullpunkt nicht 

X \ umwindet, und auf weleher die Winkel cp 

wachsen. Auf diesem Wege m eigen r und cp 
1 6 \ z die Werthe R und d, und w den Werth 

Jy ^ W orreichen, sodass 

W = Ri (cob id- + i sin id-) 
ist. Geht maD dann aber auf der anderen 
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Seite clea Nullpunktes von I nuch Z auf ciner dou Nullpunkt nicht 
umwiudendon Linie hlZ, ho nimpit der Wiukel <j p ab und erroicht 



in Z don Worth 

i) — 2 u. 

Dalior wird jetzt in 


% 

~ ssss 

11 (cos (2 n - 

— i)) — i sill (2 iv — 

- &)) 


und 




4 

W == 

ll~ (cos (it - 

- 1 v) — l «* n O c — 

• LH 


Liisst mau endlich ~ zuerst von 1 aus oino gcschlosHeno Linie 
lbc\ urn don Nullpunkt und dann die Linie 1 dZ bosehreibou , so 
wiiclist (p ssuorat von 0 bis 2 it und ninnnt dann uni don Winked 

2 n — i) ab, sodass dann r/> in Z don Weill) "In -|~ i) 2 n ««= !> 

erh&lt; in dioseiu Fallo gold also w nach dom DurchUiufou der 
Linio 1 /; o 1 von 1 nut dom Worthy — 1 aus und crlungt auf 
ld'/j in Z don Worth — |— I/'. , 

Zwoitos Boispiol. In dor Function 

w — - 1) V- 

ist zuerst z = 0 oin Verzwoigungspunkt, und oh vcrlwlll aicli dioso 
Function in JBozichung auf dioaon 1‘unkt fdndieh win die vorigo. 
Betraohtcii wir duller don Punkt z =--- - l, fill’ wolchon obonfalla 
m — 0 wird. Die Variable boschroibo uin ilm oinon Kreis init 
dom Radius /■, von dom Hankie « ™ 1 -j- r dor Ilauptaxo (Fig. 13) 
ausgohend. Sotzt man 

s — 1 = r (cos <p -j- i sin (p) 

so' wird 

w = r (cos <p -j- i sin (p) y 1 -j- r cos <p ~\~ ir sin <p. 

Da nun r constant bloibt, und rp von U bis 2 n wiiclist, ho iindort 
dor Factor r (cos (/> -j- i sin (p) soinon Worth nicht, Um das Ver* 
halton dos zwcitcu Factors zu untorsuchen, soi 

X — J— j’ cos <p = q cos (// r sin (p = q sin ip ; 
dann bodcutot y die Gcrado os, Fig. is. 


und ip die Noigung dorsolbon gogon 
die Hauptaxe, und os wird 
w — r (cos (p i sin </>) 

(cos 4 ip -j- i sin l y>). 
Umgiebt nun dor Krois don Null- 
punkt nicht, so durchliluft ip von 
0 an oino Hoi ho von Wcrthon, 
wolcho wiodor mit dom Wcrtlio 0 
endigon , dalior iindort m soinon 
Worth nicht. 1st abor dor Kreis 


% 

VT 
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so gross, dass der Nuilpunkt, welcher ein Verzweigungspunkt ist, 
ebenfalls innerhalb desselben liegt, so wachst if) von 0 bis 2 rr, 
und dann gebt also der urspriingliche Wertb w = in — rgl 
liber. Es bestatigt sich also, dass nur der Punkt z — O ein Ver- 
zweigungspunkt ist, der Punkt z = 1 aber nicht. __ 

Man kann die gegebene Function (z — 1) \Z~z als aus 
der folgenden 

w = y (s — 1) (~ — &) s 

entstanden betrackten dadureh , dass b gleieli 1 geworden ist. 
Eine den Punkt z = 1 umgebende Linie kann dann botracbtet worden 
als eine Linie, welche die beiden Punkte s — 1 und z — b zu- 
gleich umgab, und bei welcher dann diese beiden Punkte zusammen- 
gefallen sind. Nun sind ftir die Function w sowobl z — 0 , als 
auch 2=1 und z — h Verzweigungspunkte. Eine gescblossone 
Linie, welcbe von einem Punkte 2 0 aus beide Punkte 1 und b um- 
giebt, kann ersetzt werden durch zwei geschlossene Linien, von 
denen jede nur einen derselben umgiebt. Gebt nun w mit dcm 
Wertke w 0 ' aus z 0 aus, so gebt beim Umkreisen des Punktes b, «; 0 ' 
in — w 0 \ und dann beim Umkreisen des Punktes 1 wiedor — w 0 ' 
in w 0 ' iiber. Die Function kommt also mit dem ursprtinglicben 
Wertke nach 2 0 zurtick. Dies bleibt nun bestehon, wenn b sick 
dem Punkte 1 nahert, und wir seben, dass wenn diese Verzwei- 
gungspunkte auf einander fallen, der gemeinschaftliche Punkt auf- 
hort, ein Verzweigungspunkt zu sein. Es leucbtet ein , dass dies 
allgemein gelten muss: sobald bei zwei Verzwoigungspunkten nur 
zwei und zwar die namlichen zwei Functionswerthe gegenseitig in 
einander iibergeben , so heben diese Verzweigungspunkte beim Zu~ 
sammenfallen einander auf, und es entstebt ein Punkt, der koin 
Verzweigungspunkt mehr ist. 

Drittes Beispiel. Sei 

s 



worm a und b zwei complexe Constanten bedeuten. Hier baben 
wir zwei Verzweigungspunkte z = a und z — b. Lasst man nun 
zuerst z eine geschlossene Linie von einem beliebigen Punkte z 0 
aus um den Punkt a beschreiben, welche aber b nicht umgiebt, 
und setzt zu dem Ende 


z — a = r (COS (j) -f- i sin (f ) 

wahrend 

2 0 — a = r 0 (cos cp 0 -{- i sin (p 0 ) 

sei, so ist der Anfangswerth von w , der bier mit «j, bezeiehnet 
■werden moge, 
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. 1 . 

__ r o a ( C QS i y ° -f~ yp) 

t ~h r o (cos 5 Po -f- i sin gr> 0 )J ^ 

Nachdem dio geschlossene Linie einmal in der Richtung der wach- 
senden Winkel durchlaufen ist , ist <jp 0 um 2 tt gewachsen , und 
daher der ontstehende Werth von welcher mit «? 0 bezeichnet 
werden soil, 

. 1 . 

v r o ( CQS (•< Vo ~f ~ A 7 ^ r ) — [— i s in (i <p 0 -j- § jv)) 

I . a — h -\- }- 0 (cos tj)Q -j- i sin <jPo)P 

geworden. Dabei kann der Nenner, also die Grbsse y z ~T ihren 
Werth nicht geilndert haben, weil far diese z = a lcein Verzwei- 
gungspunkt ist, sondern nur z.= b, also z eine gescltlossene Linie 
besclirieben hat, die den Verzweigungspunkt dieser Grbsse nicht 
enthillt. Bezeichnet man mit a den Werth 

..... — l + * Vz 

a = cos f tv -J- 1 sm i n = — - — , 

sodass a eine . Wurzel der Gleiehung « 3 = 1 ist , so kann man 
anch schreiben, da 

cos (.Jr f/) () -}- | tv) -f~ i sin (-J- c/> () -j- ■§ n) 

— ( cos i ( fo + * sin J (f 0 ) (cos 3 tv -j- i sin f n) ist, 

V\ 2 — uw x . 

Liisst man nun dio Variable aufs Neue eine geschlossene Linie um 
den Punkt a herum beschreiben, so geht jetzt w mit dem Werthe 
c=ss ttaij von c 0 aus und erlangt folglich nach Vollendung des 
Umlaufs den Werth 


Nach einem dritten Umlaufe endlich erlangt w den Werth ah > x , 
erhalt also den ursprUnglichen Werth w 1 wieder, da « 3 = 1 ist. 
Ware man , statt ursprtinglich mit dem Werthe w x von auszu- 
gehen, znerst mit dem Werthe ausgegangcn, so lmtte man nach 
fesp. ein und zwei Umlaufen die Werthe w> 3 und w x erhalten; ware 
aber w s der ursprUngliche Werth gewesen, so wtlrde dieser in w x 
und tibergegangen sein. 

Aehnlich verhalt es sich, wenn man a eine geschlossene Linie 
beschreiben liisst, die nur den Punkt b umgiebt. Man setze alsdann 
z — b = r (cos 5 p -|- i sin 9?) 

und lasse w mit dem Werthe w x von z 0 ausgehen, wo v\ jetzt fol- 
genden Ausdruck hat 

_ Q — a - f- r 0 (cos y 0 -f- i sin $p 0 )] ^ 

^ .1. 

r o (cos 3 (fy -J- i sin I5P0)] 
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Nacb einem Umlaufe ties ~ in der Richtung dev waclisonden Winkel 
wird der Wertli von w 

[5 — ° — j~ ’’o (cos rp 0 -(- » sin ( foW 3 

— . - “ i 

?’o ' s COS (-]- y 0 + 3 4 - * sin ( J ( Po + 3 ri)) 

wobei sicb jetzt der Zilliler nicht gcandcrt haben kann, weil der 
Verzweigungspunkt desselben, a, niclit imischricbcn worden ist. Man 
erhalt also jetzt fiir m den Werth 

— = a-vu , d. h. den Worth in-,. 

a 

Nacb einem zweiten Umlaufe erhalt man 

Wi , 

— = aw , , also vie , ; 
a- 

endlich nacb einem dritten Umlaufe stellt der ursprfingliehc Worth 
w 1 sicb wieder eiu, da 

Wl 

Ifl ~ ?1 
ist. 

Man sieht bieraus, dass die Functionswcrthe bei rnehrmaligem 
Umkreisen eines Verzwcigungspunktes sicb cycliseli mil einandcr 
vertausclien. Beim Umkreisen des Pnnktcs a in der Richtung der 
wacbsenden Winkel gehen 

VI J W 2 W- j 

nacb dem ersten Umlaufe der Reilie nacb fiber in 

1/>2 Vi 3 v/)|, 

und nacli dem zweiten Umlaufe in 

io& ii' i in 2 ; 

bei einem dritten Umlaufe stellen sicb daher die ursprfingliclum 
Werthe 

tt\ Wg mj.j 

wieder ein. Ebenso geben beim Umkreisen des Pnnktes h in der 
Richtung der wacbsenden Winkel die Werthe 



Wy 

W 2 


in 

w 3 

Wy 


und in 


W, 3 

w>i 


fiber und erbalten nacb dem dritten Umlaufe die. ursprilnglichen 
Werthe 


niy ?« 2 W) 3 

wieder. 

Untersucbcn wir nun noch, was eintritt, wenn z cine go- 
sohlossene Linie beschreibt, welclie beide Punkte, a und h , ent- 
lialt. Eine solche kann stets ohn| Ueberscbreitnng nines dicser 
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Punkte in eine andere ilbergeftilirt Fig. u. 

werden, die' aus einer suceessiven 
Umkreisnng des einen und des an- 
dern bestelit (Fig. 11). Man lilsst 
claim ^ zuerst von ~ 0 aus don Pnnkt 
a umkreisen, nach s () zuriickkeliren 
und claim den Punkt h umkreisen. 

Auf diosem VVego erh&lt w bei tier 
letzten Rtlckkunft nacli z {) densel- 
bcn Worth, als wenn z die gcschlossene Linie um beide Verzvvei- 
gungspunkto durchUiuft (§ 9). Geiit nun m mit m, aus z 0 aus, 
so orlia.lt es nacli del* Umkreisnng von a den Wertli = «> 2 , 

alsdann nach der Umkreisung von h don Wertli --- = ?<?, ; die 

CC 

Function bokommt also ihren urspriinglichen Worth wieder. Be- 
traclitet man in dieser Bozielmng statt der gegebenen Function die 
folgende 

s 

~ V (s — «) (« — h), 

bei welcher, wie man ieicht iibevselien wird, aucli bei einer Um- 
kreisung des Punktos h dem ursprtingUchen Functionswerthe der 
Factor a hinzugefttgt wird, so geht bei der Umkreisnng von a 
n>i in ««)/ — nk 2 \ und bei der Umkreisnng von f>, ?« 2 ' in uw.{ — ?«„' 
tlber. Ein Umlauf mn beide Punkte verwandelt also w{ in 
ein zweitcr Umlauf wird dalier v^' in m. 2 \ und ein dritter «> 2 ' in w;/ 
verwandeln. 

Vicrtes Bei spiel. Die Function 

3 



welcho die Wurzel der Gleiclmng des (5 ten Grades 

(z — ft) 9 vfi — 3 (z — ft) 2 (z — c) m * — 2 • — a) (z — b ) ?o 3 

-}- 3 (a — by* (z — c) 9 v# —6 (a — a) (z — b) {z — e) w 
4* (« ” «) 2 — (s — ft) 2 (s -- c)» = 0 

ist, hat die Punkte a, ft , c, zu Verzweigungspunktcn. Ftlhrt man 
der Ktirze wegen 

3 _ _____ 3 

Y z — a = t, f/~z — b = « , z — c = v 

ein und giebt dem Bnchstabcn a dieselbo Bcdeutimg wie in dem 
vorigen Bcispiole, so kann man die f> Functionswerthe folgender- 
massen schreiben : f 
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1 I 

W i = H V 

1 U ' 

W 1 = U — + V 

w g = « 2 — [- V 


»4 “ 



2 ) 


t 

? <v, — a U 

** u 


Q 1 

w* — 77 

° 7« 


Betrachten wir nun zuerst Umliiufe der Variablen urn den Punkt 
a\ dabei gelit t in at, a-t, if,.... iiber, w ah rend u und v ungeiindort 
bleiben; demnach gelit fiber: 


7/Jj ?7Jg 

nach dem ersten Umlauf in w 2 w g ?« t 

„ „ zweiten „ „ w s ?/> 2 

« « dritten „ „ w x ?« 2 ?/> 3 


7, ’fi ?,, 0 

7/i ( , W h 
W a W A «* 5 
?,, 4 70 5 W fl - 


Um diesen Verzweignngspunkt lierum permutiren sicli also mu* die 
Werthe w u w%, w g ftir sich, und ?/> 4 , ?« 8 , w 0 fill* sich. 

Bci Umlaufen um den Punkt h bleiben i und v ungollndort, 
und u verwandelt sich in an, a\ u, — . Also gehen tiber : 


v \ «> 2 10 g W A 7/l 5 «> 0 

nach dem ersten Umlauf in ?o 3 w x w 2 ?« 0 w A ?/> 5 

„ „ zweiten „ „ ?« 2 w g w x w ;i w 6 w t 

„ „ dritten „ „ ?« t « ;t ?« 4 ; 

hier permutiren sich also dieselbcn Functionswerthe, wie bei a, nur 
in umgekebrter Aufeinanderfolge. 

Bei Umlaufen um den Punkt c endlich bleiben t und u un- 

geiindert, und v verwandelt sich in — v, -}- v, . Daher gehen 

hier liber: 

w i W S W A W S w 6 

nach dem ersten Umlauf in w A w 5 w 6 w 1 w> 2 w n 

n zweiten „ „ w x «j 2 w g w A w rt w 0 

In diesem Beispiele haben wir also erstlich zwei Vorzwoi- 
gungspunkte a und b, um welche herum die drei Werthe io x , w 2 , 
w 3 cyclisch in einander tibergehen, niemals aber in einen dor drei 
fibrigen Werthe ; ebenso permutiren sich hier w A , w & , w 0 cyclisch 
unter einander und gehen nie in einen der drei erstcren fiber. Als- 
dann haben wir nocli einen Verzweigungspunkt c, in welcliem die 
drei Paare w x , ; io 2 , w s ; w 3 , w 6 jedes unter sich ihro Wertho ver- 
tauschen, ohne dass jemals ein Werth aus einem andern Paare 
dazu tr&te. 

Lasst man a eine geschlossene Linie beschreiben, welche zwei 
Verzweigungspunkte umgiebt, so kann man eine solche wieder 
durcb zwei successive Umkreisungen je eines Punktes ersetzen. 
Werden die Punkte a und b umschlossen, so verhalt sich die Sadie 
ebenso wie bei dem vorigen Beispiele, wir wolien daher nur Um- 
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laufe um a und c verfolgen und stellen das Evgebniss in folgender 
Tabelle zusammen : 


Umlaufe. 

um a 

j um c 

um beide 

1 

w l geht iiber in w> 2 

w. 2 in w 5 

w x in ?o 3 

2 

W S 53 55 55 W G 

w 6 „ w 3 

% 33 W 3 

3 

W 3 55 35 53 W l 

W 1 33 

33 »4 

4 

3 3 3 3 )l ®5 

W & 33 W 2 

w 4 „ w 2 

5 

3 3 33 33 W 3 

w 3 „ w 6 

Wo „ U!q 

G 

?,, 6 51 35 13 

W 4 33 

W 6 „ W3, 


Dabei erreieht also w seinen nrspriingliclien Werth erst nach 6 
Umlitufen mn die Punkte a und c. 


§ 11 - 

Die im Vorigen angestellten Betracbtungen zeigen, dass man 
bei einer melirdentigen Function , indem man der Variablen com- 
plexo Werthe* zuertheilt und dieselbe eine Reihe stetig auf einander 
folgendei’ Wertlie durchlaufen lasst, die mit demselben Werthe 
endigen, mit dem sie begonnen haben (geometrisch ausgedriickt, 
indem man die Variable eine geacblossene Linie beschreiben lasst), 
von einem der Werthe, die eine Function fur denselben Werth der 
Variablen anzunehmen vermag, zu einem andern auf stetige Weise 
iibergehen kann. Es ist ferner gezeigt worden, dass eine bestimmte 
stetige Reibenfolge der Werthe der Variablen (ein bestimmter Weg) 
auch stets zu einem bestimmten Functionswerthe fiihrt, mit alleiniger 
Ausnahme des Fades, wo der Weg der Variablen durch einen Ver- 
zweigungspunkt hindurch ftthrt, ein Fall, der aber immer dadurch 
vermieden werden kann, dass man die Variable in der Nahe des 
Verzweigungspunktes eine beliebig kleine Ausbiegung maehen 
Ulsst*). Hieran kntipft sich nun der natilrliche Wunsch, sich von 
der Verschiedenhoit der Werthe einer mekrdeutigen Function zu 
befreien, um eine solche wie eine eindeutige behandeln zu konnen. 
Nach den frllheren Auseinandersetzungen ist hiezu nur erforder- 
lich, dass man sich von der Verschiedenartigkeit der Wege befreie, 
welche die Variable zwischen zwei bestimmten Punkten durchlaufen 
kann. Nun bemerkte schon Cauchy , dass man dies, wenigstens in 
beschr&nkter Weise, dadurch erreichen konne, dass man gewisse Theile 
der Ebene, in, weleher die Variable z sich bewegend gedacht wird, ab- 
grenzt und der Verhnderlichen nioht gestattet, die Grenzen eines 


*) Betrachtet man in einem Falle, wo der Weg der Variablen dnvcli 
einen Vorzweigungspunkt hindurch fiihrt, dieae Lage des Weges als Grenz- 
lage eines den Verzwcigungspunkt nieht treffenden Weges, so wird die 
Unbestinimtlieit aufgehoben. 


Dnr&go, I'xinot. compl. Var. 2. Anil. 
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schliessen (§ 9), so ist es stets leicht, em brack der a-Ebene ab 
zugrenzen, innerlialb dessen von z 0 nach z 1 zwei solcbo Wege niclit 
moglich sind, oder dnrch Ziehen gewisser Linien, die niclit iiber- 
schritten werden dfirfen, solche Wege unmoglich zu maclien. Inner- 
halb eines solchen Gebietes bleibt dann die Function eindeutig, da 
sie in jedem Punkte z 1 auf jedem Wege nur oinen einzigen Wertli 
erhalt. Cauchy nannte dann die Function monodr om in 

diesem Gebiete, woffir Riemann das deutsche Wort ein find rig 

setzte. Obwohl nun dieses Verfahren in vielen Fallen, z. B. bei 

der Auswerthung bestimmter Integrate, von grossem Nutzen ist, so 
wil’d doeh auf diese Weise der Variablen eine Schranke auforlogt, 
welche man nicht immer einhalten kann,- da die Untersucbungen 
oft fiber das Gebiet , innerlialb dessen eine Function einiindrig ist, 
hinausflihren. Daher hat Riemann ein anderes Mittel ersonnen, sich 
von der Mehrdeutigkeit der Functionen zu befreien, welches voll- 
stfindig zum Ziele ffihrt. * 

Riemann nimmt an , dass wenn eine Function n-deutig ist , also 
jedem Werthe der Variablen n Werthe der Function zugehbren, die 
Ebene der 2 : aus n fiber einander liegenden Scliichten oder Blattern 
bestehe (oder dass n solche Blatter fiber der Ebene. dor z aus- 
gebreitet seien), welche zusammen das Gebiet filr die Variable bil- 
den. Jedem Punkte in jedem Blatte entspricht nur ein einziger 
Werth der Function, und den n unmittelbar Uber einander liegen- 
den Punkten aller n Blatter die n verschiedenen Werthe der Function, 
die demselben Werthe von a angehdren. In den Verzweigungs- 
punkten nun, wo mehrere sonst verschiedene Functionswcrtho einan- 
der gleich sind, hfingen mehrere jener Blatter zusammen, sodass 
der betreffende Verzweigungspunkt zu gleicher Zeit in alien diesen 
zusammenhangenden Blattern liegend gedaclit wird. Die Anzahl 
dieser so in einem Verzweigungspunkte zusammenhangenden Blatter 
kann filr jeden Verzweigungspunkt verscliieden seiu und ist gleich 
der Anzahl der Functionswerthe, welche beim Umlaufe der Variablen 
um den Verzweigungspunkt cyclisch in einander ttbergehen. In dem 
'letzten Beispiele des vorigen §, wo die Function 6-werthig ist, 
werden wir die a-Ebene als aus 6 Blattern. bestehend annehmen. 
Urn jeden der Verzweigungspunkte a und h herum gehen einerseits 
die Werthe w t , u> 9 , w z und andrerseits die Werthe w A , «? a , w () in 
einander uber; daher nehmen wir an, dass in jedem dieser Punkte einer- 
seits die Blatter 1, 2, 3, andrerseits die Blatter 4, 5, 6 zusammen- 
hangen. Um den Punkt c herum dagegen gehen erstens u\ und 
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, zweitens «; 2 und w s und drittens w s und w 6 gegenseitig in 
einander iiber ; daber hilngen im Punkte c einmal die Blatter 1 
und 4, dann die Blatter 2 und 5 , und endlich die Blatter 3 und 
6 zusammen. Um nun den stetigen Uebergang eines Functions- 
werthes in einen andern zu vermitteln, werden sogenannte Ver- 
zweigungssclinitte geftthrt. Dies sind ganz beliebige, nur 
sich selbst niclit sclineidende , Linien , welcbe entweder von einem 
Verzweigimgspunkte aus ins Unendliehe gebn, oder zwei Verzwei- 
gungspunkte mit einander verbinden. Ueber dieee Verzweigungs- 
schnitte hinflber denlct man sicli nun die Blatter nicht so zusammen- 
hangend, wie sie nattirlich iiber einander liegen, sondern so, wie 
die Functionswerthe in einander iibevgehen. Legen wir z. B. in 
dem Ietzten Beispiele des vorigen § einen Verzweigungsschnitt von 
a nach b (Fig. 14), so lassen wir, indem wir den Punkt a in der 


Fig. 14. 




\ ■" \ V* / 

"" 

Ricbtung der wacbsenden Winkel umkreisen , iiber den Verzwei- 
gungssclmitt hinilber das Blatt 1 mit dem Blatte 2, dann 2 mit 3 
und endlich 3 wieder mit 1 zusammenhangen. Wir wollen die 
rechte Seite des Verzweigungsschnittes ah diejenige nennen , welche 
cin Beobachter zur Rechten hat, wenn er sich in a befindet uijd 
nacli b hinsieht. Geht dann a von einem Punkte z 0 im Blatte 1 
(w mit dem Wertbe v) t ) aus und umkreist den Punkt a in der 
Ricbtung der waclisenden Winkel, so gelangt es, indem es den 
Verzweigungsschnitt von der Rechten zur Linken tibersclireitet , aus 
dem ersten Blatte in das zweite und befindet sich nocli darin, wenn 
es nach z 0 zurttck oder vielmehr in den unmittelbar unter s 0 
2ten Blatte liegenden Punkt g kommt, sodass jetzt w den Werth 
w % erlangt hat. Wird dann def Kreislauf fortgesetzt, so gelangt z, 
wenn es zum zweiten Male den Verzweigungsschnitt von der Rech- 
ten zur Linken tibersclireitet , in das 3te Blatt und befindet sich 
noch darin, wenn es nach dem in diesem Blatte unter z 0 befirid- 
lichen Punkte h gekommen ist ; jetzt hat w den Wevth w 8 erlialten. 
Ueberschreitet endlich z den Verzweigungsschnitt zum dritten Male, 
so nelimen wir an, dass nun die rechte Seite des 3ten Blattes sich 
dutch das 2te Blatt hindurch mit der linken Seite des lten Blattes 
tiber den Verzweigungsschnitt hinilber verbinde, sodass dann z aus 
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dem 3ten Blatte in das lste hiniibertritt nnd dami wirklich wieder 
nach z 0 zuriiekgelangt. Jetzt erst ist die Linie wirklich geschlossen, 
und w hat anch wieder seinen ursprtinglichen Wertli erlangt. In 
Fig. 14 sind die Linien mit den Nummern der BUiiter bezeiclmct, 
in denen sie verlaufen, nnd ausserdem die iin 2ten nnd 3ton Blatte 
verlaufenden resp. gestriehelt und punktirt. Die Punkte z () , </, h, 
welche eigentlich direct unter einander liegen sollen, sind dor 
Deutlichkeit wegen neben einander gezeichnet. 

In ahnlicher Weise hat man sich die Sache bei alien Ver- 
zweigungspunkten zu denken, und da von jedem solchen Punkte 
ein Verzweigungsschnitt ausgeht, so kann die Variable den Vor- 
zweigungspunkt nicht umkreisen , ohne den Verzweigungsschnitt zu 
iiberschreiten und dadurch nach und nach in alle diejenigen Blllttor 
zu gelangen , welche in dem Verzweigungspunkte zusammenh&ngen. 
Wie in jedem Falle die Verzweigungsschnitte zu legen sind, hilngt 
von der zu untersuehenden Function ab und kann meist in ver- 
schiedener Weise gew&hlt werden. In unserem Beispiele darf man 
a und b durch einen solchen Schnitt verbinden, weil bei der Um- 
kreisung des Punktes b in der Richtung der wachsenden Winkel die 
Function w t in w a , und diese in ?t> 2 Ubergeht (Fig. 14), und dahor 


Fig. 14. 



bei b dieselben Blatter und in- derselben Weise zusamrnenhangcn 
wie bei «, namlich die rechte Seite von 1 mit der linkon von 2, 
clie rechte Seite von 2 mit der linken von 3, und die rechte Soito 
von 3 mit der linken von 1.*) 


*) Wenn man sich diese Vorstellungsweise durch ein Modell anschau- 
lich machen will , so besteht eine Schwierigkeit einmal darin , dass die 
Blatter der Flache einander durchdringen , und dann darin, dass hftuflg in 
den VerzweiguDgspunkten mehrere Blatter zusammenhlingend gedacht werden 
miissen, die nicht unmittelbar iibereinander liegen. Allein zurn Zwecko dor 
Veranschaulichung kommt es meistentheils nur darauf an, gewisse Linien in 
ihrem Verlaufe durch die verschiedenen Blatter cler Flficho verfolgen zu 
konnen. Dies ist leicht in folgender Weise erreichbar : Man schnoide zu- 
nachst in die iiber einander gelegten Papierbmtter, welche die FUiche vor- 
stellen sollen, die Verzweigangssehnitte ein und verbinde dann nur an 
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Bleiben wir noch bei dicsem Beispiele stehen, und nntersuchen 
wir auch den im vorigen § besprochenen Umlauf um a und b und 
urn a und c. Bei einem Umlauf um a und b wird der Verzwei- 
gungsschnitt gar nicht iiberscbritten , sodass s im ersten Blatte 
bleibt; in der That erhalt nach einem solchen Umlauf w in 
seinen Anfangswertli wieder (vgl. Beisp. 3. § 10). Um die Um- 
kreisung der Punkte a und c zu untersucben, legen wir von c aus 
einen Verzweigungsschnitt ins Unendliehe und lassen bier je zwei 
der Blatter 1, 4} 2, 5; 3, 6 gegenseitig in einander tibergelien. 

Ftir die hier stattfindenden Uebergange der Functionswerthe 
batten wir S. 49 folgende Tabelle gefunden: 


Umlaufe. 


um a 



um 

c 

um beide 

1 

Wy 

geht 

tiber 

in 

20 2 


in 

w ’5 

Wy 

in 

w 5 

2 

w f> 

99 

» 

99 

Wq 


99 

w 3 

'W$ 

99 

W-i 

3 

w 3 

99 

99 

99 

Wy 

% 

99 

Wy 

w 3 

39 

Wy 

4 

Wy 

99 

99 

35 



99 

W3 2 

Wy 

99 

% 

5 

«3 

99 

99 

99 

W 3 

w 3 

99 


w 2 

99 

W 6 

6 

W 6 

33 

99 

99 

Wy 

Wy 

99 

Wy 

w 6 

99 

Wy 

Diese Uebergange 




Fig 

. 15. 





sind in Fig. 15 darge- 
stellt, indern jede Linie 
mit der Nummer des 
Blattes bezeicbnet ist, in 
welcbem sie verlauft. Die 
eigentlich unter dem 
Ausgangspunkte 1 lie- 
genden Punkte sind der 
Deutlichkeit wegen ne- 
ben einander gezeichnet, 
und den letzten Punkt 1 
bat man sicb mit dem 
ersten als zusarnmeu- 
fallend zu denken. 



denjenigen Stellen, wo eine Linie aus einem Blatte tiber einen Verzwei- 
gungsschnitt in ein anderes Blatt hiniibertreten soil , die betreft'enden 
Blatter durch. iibergeklebte Papierstreifen. Dann kann man es immer so 
einrichten, dass wenn die Linie wieder in das erste Blatt , von welchem 
sie ausgegangen ist, zuriickgelangen soil, man fur die Anbringung eines 
zur Vermittlung dieses TJeberganges dienenden Papierstreifens den nothigen 
Raum ubrig hat. Durch diese iibergeklebten Papierstreifen wird nun die 
Yerbindung der einzelnen Blatter zu einer zusammenhiingenden Flache 
schon hergestellt; und es ist dann weiter nicht nothwendig, die Bliitter in 
den Verzweigungspunkten an einander zu bet'estigen. 
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Dieses in unserem Beispiele aus 6 B1 attorn 'besteliende 
Gebiet fur die Veranderliehe z bildet nun eine einzige zu- 
sammenhangende Flache, indem die Blatter in den Verzweigungs- 
punkten zusammenhangen und langs dor VorzwoigungSBclmitte in 
einander iibergehen. In dieser Flache ist w eine vollkonunen ein- 
deutige Function des Ortes in der Flache, da sie in jedem Punkte 
der letzteren denselben Werth erlangt, auf welcliem Wege auch die 
Variable zu dem Punkte gelangen mdge. Beschreibt z zwischen 
zwei Punkten zwei Wege, welche einen Verzweigungspimkt ein- 
schliessen, so muss einer von beiden nothwendig einen Vorzwei- 
gungsschnitt iiberschreiten und dadurch in ein anderes Blatt gclan- 
gen , sodass die Endpunkte der beiden Wege nicht mein* als zu- 
sammenfallend, sondern als zwei verschiedene Punkte dor s-Fltlcho 
zu betrachten sind, in denen dann auch verschiedene Functions- 
werthe statt haben. Beschreibt aber z eine wirklich geschlosscne 
Curve, d. h. fallen Anfangs- und Endpunkt der Curve in don nilm- 
lichen Punkt des namlichen Blattes zusammen, so orlialt auch die 
Function den Anfangswerth wieder. Nur wenn die Variable duroh 
einen Verzweigungspimkt hindurch geht, kann sie nacli Bolioben in 
jedes der hier zusammenhangenden Blatter iibergehen, und dann 
bleibt es unbestimmt, welchen Werth die Function annimmt. ($ 8.) 


§ 12. 


Um nun nachzuweisen , dass auch im AUgomoinen durch 
eine die z-Ebene n-fach bedeckende Flilcbe, dcren einzelne 
Blatter in den Verzweigungspunkten und langs der Verzwoi- 
guugsschnitte in der oben erlftuterten Weiso zusammonhktfgen, 
eine n-deutige Function in eine eindeutige verwandelt wordon kann, 
nehmen wir zunachst die z-Ebene noch einfach an und lassnn die 
Variable z von einem beliebigen Punkte z 0 aus eine geschlossone 
Linie durchlaufen, welche nur einen Verzweigungspimkt ointnal um- 
giebt und durch keinen anderen Verzweigungspimkt hindurch ftlhrl. 
In z 0 besitzt die Function n Werthe ; denken wir uns dioso in 
irgend einer Reihenfolge aufgeschrieben. Hat nun die Variable die 
gesehlossene Linie durchlaufen und ist wieder nach z 0 zurUekgokehrt, 
so wird jeder der obigen n Functionswertbe entweder in oiuon an- 
deren Ubergegangen oder ungeandert geblieben soin. Diosc nouon 
Werthe konnen, da die Variable z sich wieder in dem Punkte z 0 
befindet, von den frftheren in ihrer Gesammtheit nicht verschiodon 
sein ; denken wir sie uns aber in der Reihenfolge aufgeschrieben, 
wie sie aus den frtiheren der Reihe nach entstanden sind, so war- 
den sie jetzt in. einer anderen Anordnung auftreten, als vorhin. 
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Nun kann aber jede beliebige Anordnung von n Elementen aus 
einer anderen Anordnung durch eine Reihe cyclischer Vertauschun- 
gen erzeugt werden. Unter einer cyeliscken Vertauschung 
p t e r 0 r d n u n g versteht man namlich eine solehe , bei welcher 
man aus den vorhandenen n Elementen beliebige p heransgreift 
und nun an die Stelle des ersten ein zweites, an Stelle dieses ein 
drittes u. s. w., endlich an Stelle des pten wieder das erste setzt. 
Eine solehe cyclische Vertauscbung pter Ordnung hat die Eigen- 




sehaft, dass naeh p Wiederholungen derselben, und nicht friiher, die 
urspriingliche Anordnung wieder zum Vorschein lcommt ; denn da 
an die Stelle jedes Elementes ein anderes, an die Stelle des pten 
aber das erste tritt, so kann jedes Element erst dann wieder an 
seiner ursprtinglichen Stelle erscheinen, wenn die sammtliehen p — 1 
anderen Elements an derselben Stelle aufgetreten sind, dann aber 
tritt jedes Element aucli wirkliek wieder an seine urspriingliche 
Stelle. Urn nun nachzuweisen, dass jede Anordnung aus einer an- 
deren durch eine Reihe cyclischer Vertauschnngen erzeugt werden 
kann, nehmen wir an, irgend eine Anordnung entstehe aus einer 
anderen so, dass an die Stelle eines Elementes, z. B. 1 ein anderes, 
Z, B, 3, getreten sei. An die Stelle von 3 tritt dann entweder 1, 
und dann haben wir sclion eine cyclische Vertauscliung zweiter 
Ordnung, oder ein anderes z. B. 5. An die Stelle dieses letzteren 
tritt nun wieder entweder das erste 1, und dann haben wir eine 
cyclische Vertauschung dritter Ordnung, oder wiederum ein anderes, 
das nothwendig von den schon benutzten 1, 3, 5 versehieden sein 
muss. An die Stelle dieses kann entweder das erste treten, wo- 
durch eine cyclische Vertauschung gcschlossen ware , oder wieder 
ein anderes; einmal aber muss die cyclische Vertauschung sich 
schliessen, weil tiberliaupt nur eine endliehe Anzahl von Elementen 
vorlianden ist, und das erste Element 1 sich an irgend einer Stelle 
der zweiten Anordnung vorfinden muss. Auf diese Weise ist dann 
eine Reihe von Elementen abgefertigt. Beginnt man nun mit irgend 
einem der noch nicht verwendeten Elements, so kann man das 
vorige Verfahren wiederholen, bis alle Elemente erschopft sind, und 
hat so eine gewisse Anzahl cyclischer Vertauschungen erhalten, 
welche nach einander oder auch gleichzeitig angeweudet, die zweite 
Anordnung aus der ersten erzeugen. Hat ein Element bei der 
zweiten Anordnung seine Stelle nicht geiindert, so kann eine Niclit- 
anderung als eine cyclische Vertauschung erster Ordnung angesehen 
werden. Ein Beispiel moge das Vorige erl&utern. Seien die 11 
Elemente 

123456789 10 11 

in die Anordnung 

3 11 527 10 19684 




unergegangen 


mauuv iumij utiota 


m 3 5 7 1 

iibergegangen Bind; diese bilden also duo cydisolio Vcrtausohun 
vierter Ordnuog. Golit man dann vou 2 aus, so zoigt sidi, dass 

2 11 4 

in ' 11 4 2 

ubergehen ; also bat man eine zweite cyclischo Vortauseliimg dritte 
Ordnimg. Das nachste noch nicbt verwondetc Element ist 6 
Dann gekt 6 10 8 9 u 

in 10 8 9 6 

iiber, und man hat eine dritte cyclische Vortauschung viertor Ord- 
nung. Jetzt sind alle 11 Elemente erscbdpft, und folglich win 
die zweite gege bene Anordnung aus der orston dureh die rreCun 
denen drei cyclischen Vertauscliungen erzeugt. 

Kehren wir nun zu unseren Functionswerthon zurtlok so fokd 
dass, was auch lmmer far eine Anordnung dersclbon dureh den 
Umlauf der Variablen um den Veizweiffuneanunkt i 1 . 

mag, dieselbe dureh eine Reike 

tionswerthe hervorgebracht werden kann Ltart ml" L °v 
2S ^weigungspunkt nocLinmlf uXoitn ° 

in eine Reihe von Cvelen sodntja in n i f? 10) 

stimmte Punctionswerthe sich unter J ^ Cyc us m1r & ewi8s « bo- 
jemals ein in einem ander en Cwll pormutiron > class 

kann (vgl. Beisp 4. 8 Tm Si * mtb » lt T r <h*u tretou 

bei dem Umlaufe dev Variablen um Ten ZeIne f Fuuct ‘onsworth 
uicht andert, so kann ein solcher melfT ^wagungspuokt sich 

sich allein einen C^dus erstl 0 rtn^K^ 

den. LaSst man jetzt die Variable ^ g . blldond an £ 0B « hm wor ' 
schlossene Linie beschreihen i ,7 ° m ° ^ an21 k^mbigo go- 
k-lBongoo eiozlT^V «• «ta. ¥on ^ 
Daher kann auch die P k 7 tDgek “ ,t werden (§ 9). 

. Anordnung dureh die bei den Z ge8Clli ° SS0UO <*«oli<aide 
cycliBchen Vertauschongen 

wird, so recMfortigt fefvorfge zmaotof^il! bustul ‘ e,ld »”(?«*» 
jedem Verzweigungspunkte bestimmtA r lC ^ nua ime 3 ^ a8S in 

,a “ Dsend gedMht «■*». 
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sclmitte kiuiiber in der obon angegebenen Weise sich in einander 
fortsetzen. Die Variable gelangt dann , wenn sie einen Verzwei- 
gungspunkt umkreist, nach und naek in alle die Blatter, welche 
derselben Gruppe angeboren , und nur in diese, und kelirt zuletzt 
in dasjenige Blatt zuriick, von welehem sie ausgegangen iat. Be- 
zeichnen wir jetzt die einen bestimmten Werth z 0 von 2 reprasen- 
tirenden Punkte der n Blatter der Reihe nacli mit z^, z 2 °, .... z„°, 
sodass der Index zugleich das Blatt bezeiehne, in welchena der 
Punkt sick befindet, so konnen zunaehst die ftir z 0 stattkabenden 
Functionsvverthe beliebig auf die Blatter vertkeilt werden, d. b. 
man kann in beliebig gewaklter, aber bestimmter Weise annehmen, 
welcker dieser Fuuctionswertke jedem der Punkte 2 t °, z 2 °, ...z n ° 
angehoren soli. Wir wollen diese Werthe der Reihe nach mit 
w i°j w 2°5 ■ bezeichnen. Alsdann aber bestimme man die in 

den einzelnen Verzweigungspunkten zusammenhangenden Blatter so, 
dass sie genau den frtiher erwahnten Cyclen entsprecken, in welche 
die Functionswerthe bei jedem Verzweigungspunkte sich theilen. 
Wenn also in der einfacken s-Ebene bei einmaliger Umkreisung 
eines Verzweigungspunktes w a Q in ?%°, w y ,° in wx° u. s. w. iiber- 
gefiihrt wird, so bestimme man in der n-blattrigen Flache den 
Zusammenhang der Blatter so, dass bei einmaliger Umkreisung des 
namlichen Verzweigungspunktes die Variable von nach zp°, von 
z * 0 nach z;.°, 11. s. w. gelangt. Erleidet ein einzelner Functions- 
werth w^ 0 dabei keine Aenderung, so wird das entsprechende Blatt 
jW/ in diesem Verzweigungspunkte mit keinem anderen Blatte in 
Zusammenhang gesetzt. 1 st diese' Bestimmung einmal festgestellt, 
so vertheilen sich nun die Functionswerthe ftir jeden Werth von 2 
in bestimmter Weise auf die n Blatter. Um dies nachzuweisen, 
braucht man, da iu der einfachen z-Ebene die verschiedenen Werthe, 
welche die Function in einem und demselben Punkte 2 kaben kann, 
nur duvcli die verschiedenen nach 2 fiikrenden Wege hevvorgebracht 
werden, nur zu zeigen, dass, wenn man in der n-blattrigen 
Flache von einem bestimmten Punkte, etwa von aus, und -mit 
dem bestimmten Werthe wij 0 bcginnend auf irgend zwei verschie- 
denen Wegen nach dem namlichen beliebig gcwaklten Punkte z\ 
gelangt, man immer auf beiden Wegen zu demselben Functions- 
werthe geftihrt wird. Wir miissen bei diesem Naehweise verschle- 
dene Falle unterscheiden : 

1 ) Nehmen wir zuerst an, der Endpunkt eines von zj 0 aus- 
gehenden Weges sei einer der den Werth z 0 reprasentirenden 
Punkte, also etwa 2^°- Dann bildet der entsprechende Weg in der 
einfachen s-Ebene eine geschlossene Linie. Diese kann in eine 
Reihe von geschlossenen Umlaufen um einzelne Verzweigungspunkte 
umgeformt werden, olme dass der Endwerth der Function ein an- 
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derer wird. Dem entspriclit in dor n-bl&ttrigon Fhicho, dass die 
Variable ebenfalls einzelne Verzweigungspunkte umkroist und sich 
bei jeder Umkreisung zu demjenigen der Punkte ~ f °, r^ 0 , 
begiebt, den aie bei dieser erreichen kann. Dio Punkte, zu clenen 
sie auf diese Weise gelangt, mdgen der Reihe naeb mit 
zp°, . . . z*°, 2 a° bezeiehnet werden. Nac-h dera, was obon tlber die 
Vertheilung der Funetionswerthe fostgesetzt wurde, und da bier 
immer nur einmalige Uml&ufe urn je oinen Vorzwoigungspunkt in 
Betracht koramen, nimmt dann w der Reihe nach die Wortho 
io a °, top 0 , wx° an. Mit irgcnd oinom anderen in zj 0 be- 

ginnenden und in endigenden Wege kann nun die nilmlicho 
Umformung vorgenommen werden, dock wird jotzt die Variablo itn 
Allgemeinen in andere Blatter gelangen als vorhin. Nelimon wh- 
an, die Umkreisungen ftihren die Variable von zj 0 nacb und nacb 
zu z a °, z b °, ...z k ° und schliesslicb nacb zx°] dann ist die ent- 
sprechende Reihe der Funetionswerthe ?{i t °, ?<>/,<> . . . w //>, und 

da der letzte Umlauf der Annahme nacb von 24.° nacb zx 0 fllbrt, 
so muss schliesslicb auch w/ c ° nacb wx° tibergefdbrt wordon. Wir 
geben hierzu ein Beispiel. 

Bei der § 1 1 vorgeflihrton 6-blattrigon Flacbe kann man z. B. 
von Z|° nacb S3 0 koramen, indem man den Punkt a zwei Mai utn- 
kreist, wodurch man von Zj° nacb z. 2 ° und z 3 () gelangt. Man kann 
aber unter anderen auch folgenden Weg oinschlagon: von z,° um a 
nach Z2 0 , dann um c naeh z 3 o, dann um a nacb z 6 °, und zuletzt 
um c nach z g °. Bei dem ersten Wege durcbliluft to die Wortho 
w i°j w 3°; bei dem zweiten w, 0 , vh 2 °, w> 5 °, w 6 °, w 8 °, dor End- 
werth aber ist auf beiden Wegen derselbe. Als speciellen Fall 

heben wir kervor, dass, wenn die Variable auf irgend oinom Wogo 
wieder nach dem Ausgangspunkte z t 0 zurtlckgelangt , die Function 
auch den ursprUnglicben Worth wieder erbitlt. 

2) Wir betrachten ferner zwei dieselben Punkte verbindendon 
Wege A und B, welohe gauz in einem und demselben Blatte vor- 
laufen , also z. B. wenn wir z 1 ° wieder als Ausgangspunkt an- 
nehmen, ganz in dem Blatte 1. Wenn dann die beiden Wego 
keinen Verzweigungspupkt einschliessen , so ist eine besondero Er- 
orterung nicht nbthig, da die entspreehenden Wege in der einfaclien 
z-Ebene auch keinen Verzweigungspunkt einschbessen, und daber zu 
demselben Funetionswerthe fttbren (§ 9). Wenn aber die betrach- 
teten Wege Verzweigungspunkte einschliessen, so bemerke man, 
dass dieser Fall nur dann eintreten kann, wenn von keinem der 
eingeschlossenen Verzweigungspunkte aus ein Verzweigungsschnitt 
in’s Unendliche gebt, denn sonst mtisste mindestens einer der Wege 
den Verzweigungsschnitt iiberschreiten und konnte nicht ganz in 
demselben Blatte verlaufen. Es kann also der vorliegendo Fall 
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nur dann eintreten, wenn mehrere Verzweigungspunkte von den 
beiden Wegen umsclilossen werden, und jeder Verzweigungsschnitt 
zwei Verzweigungspunkte mit einarider verbindet. Wenn man nun 
in der einfachen z-Ebene dem einen Woge, z. B. B, Umlaufe um 
alle eingeschlossenen Verzweigungspunkte vorhergehen lasst, so 
erhalt man einen neuen Weg C, welcher zu demselben Functions- 
wertlie ftihrt, wie A, Fiikrt man aber diese Umlaufe in der n- 
blattrigen Flache aus, so ftthren diese wieder nach s, 0 zurtick, denn 
jeder Verzweigungsschnitt verbindet zwei Verzweigungspunkte ; bei 
der auf einander folgenden Umkreisung der letzteren muss also der 
Verzweigungsschnitt zweimal in entgegengesetzter Richtung iiber- 
schritten werden ; man gelangt daher immer wieder in das Blatt 1 
und demnach schliesslich auch nach z, 0 zurttck. Nach dem , was 
in dem vorhergehen den Falle bewiesen wurde, erlangt dann auch 
die Function in z,° wieder den Werth w, 0 . Da nun aber der 
Weg C, welcher aus den Umkreisungen und dem Wege B besteht, 
zu demselben Werthe ftihrt, wie A, und die Function den Weg B 
mit dem Werthe to, 0 beginut, so muss auch dieser allein zu dem- 
selbeu Werthe ftthren, wie A. 

3) Schliesslich nehmen wir als Endpunkt der zu untersuchen- 
dou Wege irgend einen in einem beliebigen Blatte A liegenden 
Punkt zx an. Der Anfangspunkt sei wie vorhin z,°. Man kann 
zunachst einem solchen Wege ohne Aenderung des Endwerthes der 
Function einen anderen substituiren , welcher zuerst nach zx° und 
dann ganz im Blatte A verlaufend nach zx ftihrt; denn man kann 
bei den entsprechenden Wegen in der einfachen z-Ebene das End- 
stiick des zwciten immer so wahlen, dass dieser in den ersten um- 
geformt werden kann, ohne dass ein Verzweigungspunkt tiberschritten 
zu werden braucht. Macht man mm dieselbe Umformung bei zwei 
verschiedenen Wegen, so ftthren beide zuerst nach z* 0 ; liier erlangt 
die Function auf beiden Wegen nach 1) den Werth wx°. Die noch 
tibrigen Theile der beiden Wege verlaufen ganz in dem Blatte A, 
beginnen in demselben Punkte und mit dem ntimlichen Func- 
tionswerthe wx {) , also ftthren auch beide nach 2) zu demselben 
Functionswerthe in zx. 

Hiedurch ist nachgewiesen , dass, naehdem die obigen willktir- 
licli zu wahlenden Festetellungen gemacht sind , die Function in 
jedem Punkte der Flache einen bestimmten von dem Wege unab> 
hangigen Werth erhalt und zu einer eindeutigen Function des Ortes 
in der Flache wird. Dadurch ist dann die Vieldeutigheit der alge- 
braischen Funetionen*) aufgehoben, und wir werden nun im Fol- 

*) Man kann zwar auch solchen Funetionen wie log z, aretg z, u. s. w. 
Verzweigungspunkte zuschreibcn, allein dann miisste man annehmen, dass 
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gendea stets annehmen, dass das Gobiet der Veranderlichen aus so 
vielen Blattern bestehe, als nbthig sind, urn eine zu botrachtcnde 
vieldeutige Function in eine oindeutigo zu verwandoln , tmd wordon 
zwei Punkte nur dann als identiscb betrachton, worm sic aucb dom- 
selben Blatte der Fl£cke angohdren. Dcmgemttss nomion wir oino 
Linie nur dann wirklich gesclilossen, worm ihr Anfangs- und 
Endpunkt in dem n&mlichen Punkte dos iiitmlichon 11 1 at t os zusam- 
menfallen. Endigt dagegon einc Linie in oinom Punkte, tier unter 
odor iiber dem Anfangspunkte in einem anderen Blatte liegt, so 
nennen wir die Linie sell ein bar gesclilossen. 


§ 13 . 

An das Vorige kntipfen sick noeli einigo Bornerkungen. Boirn 
Ueberschreiten eines Verzweigungsschnittos setzt skill , wio orlilutort 
worden ist, ein Blatt in ein anderes fort, in der Art, class wonn 
die Variable sich auf demselben fortbewogt, die Function aieh sletig 
andert. Daraus folgt, was wohl zu boachtcn ist, dass die Function 
in dem namlichen Blatte zu beiden Seiten eincB Verzweigungs- 
schnittes immer verschiedene Werthe hat. Nolimen wir z. B. an, 
fiber einen Verzweigungssclmitt kinttber setze siclr ein Blatt x in ein 
anderes A fort, unci es seien z x und zx zwei dousolben Worth von 
z reprasentirende Punkte, welche in resp, x und A und in unond- 
lieher Nahe des Verzweigungsschnittos liegen. Forner soi z x der 
Punkt, welcker in x dem z* auf der andoren Seito dos Vorzwoi- 
gungsschnittes und in unendlicher Nahe dessclben gerado gogen- 
tiberliegt. Alsdann gelangt die Variable bei der Umkreisung des 
betreffenden Verzweigungspunktes von s* liber z x nach zx. Dom- 
nach bilden z x und zx eine stetige Aufeinanderfolge, nioht abor z H 
und zx. Bezeicbnen nun io x , w x , wx die resp. in z X} z/, z% statt- 
findenden Functionswerthe, so bildet wx die stetige Fortsotzung von 
w *> UD ^ n3C ^ v ' ori w x, und Blast man den zwischen wx und io x 
stattfindenden unendlich klemen Unterschied aussor Acht, so kann 
man sagen, es ist w x — wx ■ da aber wx von w x verseliioden ist, 
so sind auck^wj* und w x von einander verschiedon. Boi dev Func- 
tion w == Y% z. B. besteht die Fl&che aus zwei Blattern , die in 
dem Verzweigungspunkte z = 0 zusammonh&ngeu. Hior ist 
~ Wx ( V S^ § 10. Bcisp. 1) und also aucli w x «=> — - w x . 
In diesem Beispiele besitzen dahor zu beiden Seiten des Verzwoi- 


in einem Verzweigungspunkte unendlich viele Blatter der Flftoho zuaamrnen- 
Wir werden daher die genannten Functionen spiiter unter dem 
Wesichtspunkte von Integralfunctionen betrachten. 
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gungsschnittes die Functiouswerthe in dem namliehen Blatte ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. 

Ri&nann nennt die Verzweigungspunkte aucli Windungs- 
punkte, weil die Flaclie sich um einen solchen Punkt wie eine 
Schraubenflache von unendlicli kleiner Ganghohe herumwindet. 
Hangen dann in einem soiclien Pnnkte nur zwei Blatter der Flache 
zusammen, so heisst derselbe ein einfacher Verzweigungs- 
punkt ocler ein W i n d u n g s p u n k t e r s t e r 0 r d n u n g , hangen 
aber in ihm n Blatter der Fl&ehe zusammen, so heisst er ein 
Windungspunkt (n — l)ter Ordnung. Ftir manche Unter- 
sucliungen ist es nun wichtig zu zeigen, dass ein Windungspunkt 
(n — l)ter Ordnung so angesehen werden kann, als wenn in ihm 
h — 1 einfache Verzweigungspunkte zusammengefallen waren. 
Nehmen wir beispielsweise n — 5 an, so gelangt bei einem Ver- 
zvveigungspunkte , in welchem 5 Blatter zusammenhtlngen ,• die Va- 
riable nacb jedem Umlaufe in das naehstfolgende Blatt, und eine 
Curve muss 5 Umlaufe um den Verzweigungspunkt machen, ehe sie 
wieder in das erste. zurtickgelangt und sich schliesst. Dasselbe 
fmdet aber aucli statt, wenn man 4 einfache Verzweigungspunkte 
a, b, c, d annimmt, in welchen der Reihe nach folgende Blatter 
zusammenhangen : 

in abed, 

1 und 2 1 und 8 1 und 4 1 und 5. 

In Fig. 16 sind aa , bb\ cc, 
dd' die Verzweigungsschnitte, und Fig. 16 . 

die Zahlen bedeuten die Num- 
mern der Blatter, in welchen 
die Linien verlaufen. Ueber- 
schreitet die Curve von z 0 aus 
den Schnitt aa, so tritt sie aus 
1 in 2 und bleibt bei dem gan- 
zen Umlauf in 2, weil dies Blatt 
in keinem der Punkte b, c, d 
mit einem anderen zusammen- 
hangt. Beim ersten Umlaufe 
kommt also die Curve aus 1 in 2. 

Wird nun aa' zum zweiten Male 
ttberschritteu, so tritt sie aus 2 
in 1 und dann bei bb' aus 1 
in 3. Dann aber bleibt sie bis zur Rtickkunft nach s 0 hi 3, also 
bringt der 2te Umlauf sie nach 3. Erst bei bb' tritt sie wieder 
aus 3 in 1 und dann bei cc' aus 1 in 4. In dieser Weise bringt 
jeder neue Umlauf die Curve in das naehstfolgende Blatt ; nach 
dem 5ten Umlaufe' gelangt sie daher in das erste Blatt zurtick und 
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sehliesst sich. Man sielit also, dass die Uebergiinge liier in der- 
selben Weise stattfinden, wie bei einem Windungspunktc 4ter Ord- 
nung. Liisst man daher die vier einfaclien Vcrzweigungapunkte so 
wie auch die Verzweigungsschnitte sich einander niihern und 
schliesslich zusammenfallen , so bleibt alles ungeilndert. Es zeigt 
sich zugleich in diesem einfaclien Falle, dass die Anzahl der Um- 
laufe, welehe eine Curve urn ein Gebiet machen muss, urn sich zu 
schliessen, um 1 grosser ist, als die Anzahl der in diesem Gebiete 
enthaltenen einfaclien Verzweigmigspunkte , da der Windungspimkt 
4 ter Ordnung 4 einfachen Verzweiguugspunktcn Equivalent ist. Es 
soil spiiter gezeigt werden, dass diese Bcziehung allgemoin gilt. 

§ H. 

Es'scheint hier der geeignete Ort zu sein, oinor Vorstellungs- 
art Erwahnung zu tliun , welehe auch im IJnondlichen entweder 
eine bestimmte Fortschreitung odcr eine Verzweigung mbglich 
macht. Nach Riemann kann man sich namlich die Ebeno, deren 
Punkte die Werthe einer veranderlichen Grbsse darstellen, im Un- 
endlichen geschlossen, als eine Kugel mit unendlicli grossem Radius 
denken. Der unendlicli entfernte Punkt kann dann als ein gauss 
bestimmter in dieser gescblossenen Fliiche ' aufgefasst werden. Be- 
steht nun eine FlEche aus n BlEttern, so ist jedos als im Unend- 
lichen geschlossen, als eine Kugelflftclie mit unendlicli grossem Ra- 
dius zu denken, und in jeder dieser KugelMchon nimtnt der uu- 
endlich entfernte Punkt eine bestimmte Stelle ein. Dann ist es 
auch denkbar, dass mehrere Blatter in dem Punkte co zusamtnon- 
hangen, und dass dieser ein Verzweigungspunkt ist. Um bei oinor 
durcli einen Ausdruck gegebenen Function to — f (z) zu entschoidon, 

ob z = oo ein Verzweigungspunkt ist, braucht man nur z --- 1 

M 

zu setzen. Gelit dann / (z) in cp («) fiber, so liefert jeder Ver- 
zweigungspunkt z = a von / O) fUr cp (u) einen VorzwcigtingB* 

punkt u = p und umgekehrt jeder Verzweigungspunkt u =» h von 

< p ( u ) einen solchen z — ~ von f (z) ; daher ist a = go ein Ver- 
zweigungspunkt von / (z) oder nicht, je nachdem u = 0 ein Ver- 
zweigungspunkt von cp (u) ist oder nicht. Boi einer im Unond- 
lichen geschlossenen Fliiche, bei welcher z — oo ein best i nun ter 
Punkt ist, kann man nicht mehr einen unbestimmt in’s Unendliche 
gehenden Verzweigungsschnitt ziehen , sondern , wenn ein soldier 
in’s Unendliche gebt, so endet er in dem bestimmten Punkte 
2 = oo. Zur Erl&uterung dieser Vorstellungsart goschlossenor 
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Fl&chen und einiger dabei zur Sprache kommender Nebenumstande 
raogen ein Paar Beispiele vorgefiihrt werden, wobei wir uns in 
Betreff der Bezeichnnngen der Kiirze wegen auf die in § 10 und 11 
angewendeten beziehen. 

1) Die schon betrachtete Function 


Ei + V' 


geht dnrch die Substitution 2 — 


9 («) = 


an , 

li u * i/ 


iiber, daher ist u — 0 und also auch 2 — go ein Verzweigungs- 
punkt, und zwar bftngen, wie man sieht, bier dieselben Blatter zu- 
sammen, wie irn Punkte c. Man wird daber einen Verzweigungs- 
schnitt von a nach />, und einen zweiten von c nach 00 ziehen. 

2) Die Function 


/(*) = 


gelit in 


(z — a ) (z — b ) 
z~ 


9 («) - /(I — gh) (1 — bu ) 
iiber; daher ist 2 — 00 kein 
Verzweigungspunkt , sondern nur Pte- 9 * * * * * * * 17 - 

die Punkte 0, a und b. Von s- ^ 

jedern dieser Punkte kann ein ^ 

Verzweigungsscbnitt in’s Unend- m 

liche gezogen werden. Nimmt ^ ,j\/ 

man aber die FlKcben als im * 0 l 

Unendlicben geschlossen an, so / 

treffen diese drei Verzweigungs- \ / 

schnitte im Punkte go zusammen \ 2,3 / 

(Fig. 17). Dann gehen iiber \ J/ / 

den Theil ac o hiniiber die 'N , 

Blatter in anderer Weise in ein- £ 3 — 

ander iiber, wie iiber den Theil y 

b oo , namlich so wie die Zahlen 

in der Figur es andeuten. Urn den Verzweigungspunkt 0 in der 

• f C ^0 

Richtung der wachsenden Winkel hernm geht / (») in y — «/(s), 

also 1 in 2 und daher auch 2 in 3, und 3 in 1 iiber. ■ Umkreist 
man nun den Punkt co , so geht beim Ueberscbreiten von 0 go , 


'N 

v y 



m 


a 


231 


r a 


1 in 2, dann beim Ueberschreiten von b oo , 2 in 3, und endlich 
beim Ueberschreiten von « go, 3 in 1 tiber. Hior kommt man 
also schon nach dem ersten Umlauf in das orate Matt zurUok, die 
Function andert ihren Werth nicht, und dor Punkt go ist daher 
wirkiicb kein Verzweigungspunkt. 

Man hatte hier auch die Pnrikte a und l> durch einen in dor 
Endlichkeit verlaufenden Verzweigungsschnitt verbinden keinnen 
(Fig. 18). Dann muss es aber auf diesor Linie einen Punkt r 

geben , wo die Schoidung 
Fig. 18. stattfmdet, sodass tlbcr ac hin- 

tiber die Blatter in anderor 
Woise zusammenldingen , ala 
tiber be. Legt man dann don 
zweiten Verzweigungsschnitt 
von 0 nach e, so bleibt auch 
beim Umkreisen dos Punktes 
c die Function unge&ndert, 
sodass c kein Verzweigungs- 
punkt ist. Man kann hior 
die Sache in ahnlieher Weise, wie es itn 2ton Boispicle dos § 10 
schou erlautert wurde , so ansehen , als wenn der Punkt e durch 
das Ziisammenfalien dreier Verzweigungspuukte d , c, / onlBtandon 
ware, welciie sich gegenseitig aufgolioben liabon, sodass die gege- 
bene Function aus der folgenden 


/ 2 s 


/ 23 

2 3 / 

* A 

'J 

1 

3 

0 

\\ 


jz — a z—b (z — /)» 
z — d z — e z’-* 

dadurch entstanden gedaeht wird , dass d = e = / «= c gowor- 
den ist. 

Man kann bier die Verzweigungssclmitte auch noeli auf eino 
dritte Art wiihlen, indera man einen solcheli von a nach 0, und 
einen zweiten von 0 nach b zieht. 


3) Die Function 

/(*) 


3 

V(* 


a) (s - h) 


geht in 


9 0) 


'(l — au) (l — b u) 


Uber , daher ist b == oo ein Verzwoigungspunkt. Man kann liior 
einen Verzweigungsschnitt von a nacli oo und einen zweiten von 
b nach oo legen (Fig. 19), und die Blotter so zusamnaenh&ngen 
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lassen , wie die Figur andeutet. Ein Umkreisen des Punktes go 
fiihrt dann zuerst liber b oo von 1 nach 2 , mid dann iiber a Go 
von 2 nach 3, also bei einem Umlaufe von 1 nach 3 , sodass die 
Function sicli andert, und s = oo wirklich als Verzweigungspunkt 
auft'ritt. Man bemerke dabei , dass wenn die Bewegungsrichtung 
auch bier die der wachsenden Winkel sein soil, die Umkreisung 
von oo aus gesehen in entgegen- 
gesetztev Richtung stattfinden Fig. 19. 

muss. Denn setzt man f ¥ (A 

u =3 r (cos <p — i sin y), [ j 

so folgt I I 

z = ~ (cos <p -j- i sin (, p), \ ^ J 

Be'schreibt also u einen Kreis um \ / r / t W 

den Nullpunkt mit kleinem Ra- j; ^ 

dius und in der Richtung der 3 

abnehmenden Winkel, so beschreibt V ) 

z einen Kreis mit grossem Radius \ * 

und in der Richtung der wachsenden Winkel. In diesem Falle 

gcht cp (m) bei einem Umlauf in a 2 r/> (?*), also aucli / (z) in 

a-f (z) iiber, d. b. man kommt 

aus 1 nach 3, wie es die Figur Fig. 20 . 

zeigt. 

Man kann auch bier die Punkte / \ 

a und b durch einen im Endlichcn ff 2 j / r ,y / 2 6 

verlaufenden Verzweigungsschnitt ver- . r J ' 3 J J 

binden, darauf einen Scheidnngspunkt „ y 

c annehmen und von diesem einen \ / 

zweiten Vevzweigungsscbnitt nach y J 

GO zieben (Fig. 20). Auch dann 
andert sicli die Function beim Um- * 

kreisen des Punktes c nicht. ( 00 

4) Beacbtung verdient auch das friiher pag. 33 angcfiibrte 
Beispiel, bei welchem die Function w durch die cubische Gleicbung 
w 3 — w -j— z = 0 

gegeben ist. Setzt man liier wie oben 


V " J 


Fig. 20. 


f 27 J * 


7, ( — ~ ~i~ V~ z ‘‘ 


1st, so werden die drei Functions wertlie ausgedrtickt durch 

Dur&go, l^unct. compl. Var. 2. Aull. 5 
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*"i = 1> + f l 
io 2 = up -j- a 2 <j 
w 2 = a -j- a< b 

Man hat hier zunachst die beiden Verzweiguiigspunkte 

-4 un'd 2 = bei welchen iodes Mai zwoi 

“ 1/27 ]A27 

Blatter der Flache zusammenhangen ; sodarm abor ist aucli z «=> co 

Verzweigungspunkt, denn setzt man s — bo wird 


/ /27 


(cos 3 a ~j- i sin 3v) = — y -J (cos u -4- i sin v) 


die drei Wertbe von p sind also 


u = 0 ist also p = oo und daher wegen (1) y = 0. In 
r= oo werden demnach alle drei Funetionswerthe unendlich gross, 
sodass hier alle drei Blatter zusammenhangen. Es schoint min 
auf den ersten Bliek, als wenn die beiden erston Verzweigungs- 
2 

punkte + ^.==- sich ganz gleich verlmlten mdasten , sodass in 

beiden die namlichen Blatter der Flache zusammenhangen , allcin 
bei dieser Annahme gelingt es nicht, die Verzweigungsschnitto so 
anzubringen, dass die Funetionswerthe sich in der richtigen Weisc 
auf der Flache vertheilen. In der That ist diese Annahme aucli 
nicht zulassig. Um dies einzusehen, braucht man, da die beiden 
ersten Verzweigungspunkte reell sind, und der Punkt 2 ~~ GO aucli 
auf der Hauptaxe angenommen werden kann, nur die reellen Werthe 
von 2 zu verfolgen, und bringe den Ausdruck fill* die Wurzoln w 
auf diejenige Form, die man ihm bei dem irreductiboln Kallo der 
cubischen Gleichung giebt. Man schreibe also 


= l/i (— s — - 2 ,, ; .]/ 27sS — 1) 

V 2 Y 21 / * 


und seize 


cos 3 a. 


Dann erhalt man 


gesetzt werden kann , so 


2 in — 2 in 

Da ausserdem a — e 3 , u- — e 3 
erhalt man 


% = 

— Vi 

/ lv i 

0 -f 

— IV . 
e ) 



?t) 2 = 

-Vi 

(e i(» + 

2 JT 

~3~^ -f- e 

— i(v -j- 

3 J ) 



<yo- 

2 71 

— i(v — 

2 71 . 

w 3 = 

-Vi 

3 — j— e 

T>) 


W 1 = - 

- 2Vi 

COS v 




?w 2 = - 

- 2Vi 

COS ( v -j- 

2 7 r 

3 J 



», = - 

- 2Vi 

COS (v — 

271. 

T )m 



So lange » reell bleibt , durchlauft z die reellen Werthe, die 
2 

iiumeriseli kleiner als — sind, der Punkt z also die Strecke 
Y 27 

zwischen den beiden einfachen Verzweigungspunkten ; ftir rein ima- 

2 

ginilre Werthe von v wird s numeriseh grosser als und erst 

[/ 27 

fill* complexe Werthe von v nimmt z imagin&re Werthe an. Fur 
unseren Zweck kornmt es demnacli vvesentlich auf die reellen Werthe 
von v an. Dabei ist aber zu beachten, dass z als eine periodische 
Function von v eingeftlhrt ist. Will man daher etwas Bestimmtes 
haben, und die Variable * die Strecke zwischen den beiden ein- 
fachen Verzweigungspunkten nur einmal durchlaufen lassen, so muss 
man eine bestimmte Periode wahlen und diese allein betrachten. 

2 

Nehmen wir also an, damit z die reellen Werthe von -4- — >— 

1 Y 27 

2 

bis -==• durchlaufe , dass 3 v sich von 0 bis n , und v daher 

]/27 . 

von 0 bis ^ bewege. Man erhalt dann die folgenden zusammen- 
gehorigen Werthe von v, z, u> 2 , w 3 : 


5 
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Bezeichnet man nun der Ktirze wogen dio Verzweigungs- 

punkte +77;—- ur >d — _ -y=r mit e unci t', so zoigt Rich » class 
y 27 y 27 

der gewahlten Periode von v gemKes in e nllordings die boiden 
Functionswertlie w. 2 und w 3 zusammenfallen ; wenn abor z naeh d 
gelangt ist, so tritt dies niebt wieder ein, sondom os iat nun ?e t 
gleich w 3 geworden. Demgemass hat man anzunehmen, dass in e 
die Blatter 2 und 3 , in e abor dio Blatter l und 3 zusammon- 
bangen. Jetzt hat die Anbringung der Verzwoigungsschnitto koine 
bchwierigkeit mebr. Man ziehe namlich don erston von c nach qq 
und lasse bei ilpm die Blatter 2 und 3 gegeuseitig zusamrneu- 
bangen, der zweite gebe von e nacli QO und vorbinde die Blatter 
1 und 3 gegenseitig mit einander. Dann hilngcn in dem Punkte 
z ~ oo wirklich alle drei Blatter zusanirnen , in die man nach 
und nach gelangt, wenn man diesen Punkt nmkreist. Man kann 
auch hier wieder wie in dem vorigen Beispiele ae ala erston Vor- 
zweigungsschnitt nebmen , und auf dieser Linie einen Scheidungs- 
punkt c anbringen, den man mit oo dnroh einen zwoiten Vor- 
zweigungsschnitt verbindet. 


Bedeutet w erne mehrdeutjge Function von z, W abor eine 

F UnC i 10n / 0n T f mid 2 ^ oder al,ch von w dicin'), so iat 
die.^FUohe ftr die Function W ebenso beechaffen, wie ftlr die 

rlpmsAih 11 W ' beZe !? net man Wx lln ^ frgond zwei 

b “ K zugebdnge Werthe von w, mit fV x und Wi dio ent- 
spiechenden Werthe yon W, so muss W x in Wx ttbergehen, so 
oft w x m m Jbevgeht, well jedem Werthepaare von * und w nut 

V0U ih F e ” ts P richt - Die Uebergftnge der W - Werthe 
gen daher m derselben Weise von den yon as durcblaufenen Urn- 



Wj 

'ZL' 

4- 2 
^ Y% 7 

-iV\ 

-j- ]f 

0 

— l 

—I— 1 

2 

Y 27 

-Vi 

~j*~ 2 {/ 
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kreisungen ab, wie die w- Werthe. Dalier hat die z-Flaeke fur W 
dieselben Verzweigungspunkte und Verzweigungssclmitte wie ftir w, 
und in jedem Verzweigungspunkte hitngen auch die namlichen 
Blatter zusammen. Aus diesem Grunde nennt Riemann alle l'atio- 
ualen Functiouen vou w und z ein System gleichverzweigter 
Functionen. 


Yierter Absclmitt. 
Integrate mil complexen Variablen. 


§ 16 - 

Man kann das bestimmte Integral von einer Function einer 
complexen Veranderlichen genau in derselben Weise defiairen , wie 
dies bei reellen Variablen geschieht. 

Es seien z 0 und s irgend zwei complexe Wertlie der Varia- 
blen z. Man denke sick die Punkte, welclie diese beiden Werthe. 
reprasentiren, durch eine beliebige ununterbrochene Linie verbunden 
und nehme auf derselben eine Reihe eingeschalteter Punkte an, 
welche den Werthen z. 2 , . .. z n der Variablen entsprechen. 1st 
ferner / (a) eine Function von z, und bildet man die Summe der 
Producte 

/ Go) ( Z 1 ~~ So) +/ ( s l) (=2 ~l) + f M (s z 'i)i 

so ist der Grenzwerth derselben, wenn die Anzahl der zwischen 
z 0 und z langs der beliebigen Linie eingesebalteten Werthe in’s 
Unendliche zunimmt, die Differenzen z t — z 0 , z 2 — z x , etc. also 
in’s Unendliche abnehmen, das bestimmte Integral zwischen den 
Grenzen z 0 und z, also 

3 

f f (s) dz = lim if G 0 ) (zj — 2 0 ) +/ Oi) (« 2 — -i) + ( 

J +/(*»)(*“"*«)]• ^ 

So 

Man siekt, dass diese Definition von der gewohnlich bei reellen 
Variablen gegebenen in niclits Wesentlichem verschieden ist. Ein 
Unterschied besteht allerdings darin, dass, wie es die Natur einer 
complexen Veranderlichen erfordert, der Weg, den dieselbe zwischen 
der unteren und der oberen Greuze durelil&uft, d. h. die Reihe der 
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dazwisclien liegenden Werthe, nicht vorgcschriobon ist, aondoni 
durch jede ununterbrochene Linio gebildet wordon kaim. Von 
dieser Linie, weiche dor Integrationswog goimnnt wird , ist 
das Integral durchaus abh&ngig. 

Aus der Definition folgen unmittclbar folgonde zwci Slttze: 

1) Bedeutet z k irgend einen der von der Variablon durch- 
laufenen Werthe, so ist 


/ (s) ilz -j- 1 / (~) dz , 


/ («) dz 


2 ) Es ist 


f(z)d 


d. h. durchltluft die Variable die Linio, weiche die stetigo Auf- 
einanderfolge ihrer Werthe darstellt, in iimgekehrtor Kichtung, so 
erbalt das Integral den entgegengesetzten Worth. 

Man kann ferner zeigen, dass wie aucli immor der Integrations 
weg beschaffen sein mag, das Integral 


stets eine Function der oberen Grenzc z ist, wenn die untore s 0 
constant angenommen wird. Denn setzt man 

Zq = Xq -j- iy 0 z = x -J— hj 

£ "■ £ + if h 

so hat mau 


ai + iy 

j / (£ + <v) (d£ + idrj). 


x o -i- i'/o 

Dieses Integral zerf&llfc in zwei Theile, so dass in dem ersten £, 
in dem zweiten rj die Integrationsvariable ist. Liegt nun ein be- 
stimmter Integrationsweg vor, so ist vermbgo desselbon 9 oint 
Function von £, und £ eine Function von ; soi etwa 

? = sp (£) § = y (v ) ; 

fflhrt man diese ein, so wird nun, da £ alle Werthe von x () bis x 
uud gleichzeitig rj die den £ vermoge des Integrationswoges zuge 
horigen Werthe von y 0 bis y durchlauft, 
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X 

~f/« 


(£ + *SP (£)) + * \ / (</> O) + V?) *) 


und diese Gleichung gilt, welches auch die den Integrations weg 
bestimmenden Functionen <p und if) sein mogen. Bringt man darin 
auch / auf die Form einer complexen Grosse, so wild man auf 
lauter reelle Integrale geftihrt , und dann folgt unmittelbar, dass 
man auf die vorigen die bei reellen Integralen gttitigen Differen- 
tiationsregeln auwenden kann. Man erhalt also 

(a -f icp (a)) = / (x -j- iy) 

l~ = if OP Oj ) + iy) «= ^ (* + iy)- 

Demnach ist 


also (nach § 5) w eine Function von 2 . Aus dem zweiten der 
oben angefilhrten Satze ergiebt sieh dann, dass w auch als Function 
der uuteren Grenze betrachtet werden kann, wenn die obere als 

dio dw . . r , . 


constant angesehen wird. Da feraer (§ 5) 


- ist, so folgt 


. t 

Dagegen darf dor bei reellen Integralen gtlltige Satz, dass, 
wenn P (s) eine Function bedeutet, deren Derivirte = /(*) ist, 


( /»* = 


gesetzt werden kann, nicht ohne Weiteres auf complexe Integrale 
ttbertragcn werden , denn , wie sehon bemerkt , hkngt der Wertli 
eines solchen nicht bloss von der oberen und unteren Grenze, son- 
dern auch von der ganzen Reike der dazwischen liegenden Wertlie, 
d. h. von dem Integrationswege ab. 


*) Es folgt dies auch aus der Summe (1), durch welche das Integral 
definirt wird, wenn man iu derselben die complexen Grossen in ihre Be- 
standtheile zerlegt. 
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§ 17- 

Urn nun den Einfluss zu uutersuclion, den dor Intogrationswcg 
auf den Werth des Integrales hat, bcginnun wir mil Colgondor Be- 
tracbtung. Es sei 

Z =*= x ~|— 17/ 

die Variable, also x und y die rechtwinkligen Coordiuateii des dar- 
stellenden Punktes. Hat man nun eiu auf irgcnd nine Woise buBiimmt 
begrenztes Fl&chenstitck, welches aus cincm odor aucli aus melireren 
Theileu bestehen kann, und bedeuten /Mind Q zwoi reollo inner- 
halb des Flaclienstfickes tlberall cndliclio und stotigo Funetionoii 
von x und y, so soil zunttchst bowiosen werden , dass das auf 
das ganze FUchenattbck ausgodelinto Flilchon- 
integral 



dem fiber die gauze Begrenzung des FliiohenstUcks 
erstreckten Linienintegral 


gleich ist. 



Qdy) 


, . Wu ' werden diesen Satz nicht bless ffir den einfaclisten Fal 

£5“^ daS FI “ck nur aus einem einzigen Blatt. 

Line be™J 0n - T* dnfaoh in sich ^rttcklaufendei 

Lime begrenzt wird, sondern wir wollen auoh gleich die Fttllo mi 

berucksichtigen, m welcben die Begrenzung aus ruehreren abgeson 
derten gescblossenen Linien besteht, die entweder ganz author ein 
under hegen kbnnen odor von denen cine oder mehrere von eine 
anderen ganz umschlossen werden; endlich wollen wir auoh dot 

tori bertehr wekiToh d !T T FlaehoMtttck mehroren lil.lt 
a»aei Obemeh™ *' “ V | rzwei F u u&sschnitt 0 hinttbw in ein 

Fl&lnsS t“™ W6 ‘' dei1 W "' jlldocl, <!»» d* 

tionen p V Tt lgU T PU “ kte onthwt ’ in d0 “ e " Func 

lb" „m aUe Lr™, 0der /“ 8tet « 158 <— nun 

Sinn dor ■r P0 . i ^ f zu umfa8sen > etwas Bestira rates fiber den 
bum der Begrenzungsnchtung festgesetzt werden. Wem. wir wi 

s£ -S-sv: Ztsrjssv-2 = 
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Fig. 21. 


grenzungsricktung so annelimeu , dass jemand, dev dieselbe 
in diesev Richtung durchl&uft, das begrenzte Flackenstuck steta an 
dev linken Seite hat. Man kann dies auch so ausdviicken : In 
jedem Punkte dev Begvenzung liegt 
die in das Inneve des Flachenstiicks 
gezogene Normale zur positiven Re- 
gvenzungsviclitung so, wie die positive 
y- Axe zur positiven x-Axe. Besteht 
z. B. die Begvenzung aus einev 
ausseven gesclilossenen Linie und 
einem ganz innerhalb devselben lie- 
genden Kveise, so dass die innerhalb 
dieses Kreises liegenden Punkte sick 
ausserkalb des begrenzten Flacken- 
stttcks befinden , so ist bei dev 
ausseven Linie die positive Begren- 
zungsrichtung die der waclisenden 

Winkel, bei dem ldeinen Kreise dagegen die entgegengesetzte, wie 
es die Pfeile in Fig: 21 andeuten. Bei dem Linienintegvale nun, 
von welchem wir beweisen wollen, dass es dem angegebenen 
Flachenintegvale gleich ist, muss die Integration iiber die ganze 
Begvenzung in der eben erkiuterten positiven Richtung er- 
stveckt werden. 

Wir schreiben das Integral J in der Form 



J 


= fl 5 ** - B 


dp 


dy 


dxdy , 


Fig. 22. 


und konnen dann in dem ersten Theile die Integration nach x, 
im zweiten Theile die nach y -aiisfuliren. Zu diesem Zwecke zer- 
legen wir ftir das erste Integral das FliichenstUck in Elemental'- 
streifen, welche duveh einander 
unendlich nahelieg*nde , der a;- Axe 
parallel laufende Gerade gebildet 
werden , und im Fake Verzwei- 
gungspunkte vorhanden sind, tragen 
wir Sorge, dass* durch jeden der- 
selben eine solche Gerade hindurch 
gehe. Badurch zevfakt das ganze 
Flachenstttck in unendlich schmale 
trapezfdrmige Stveifen. In Fig. 22 
sind z. B. bei einev aus 2 Bl&ttern 
bestehenden Flache , welche durch 
cine einen Vevzweigungspunkt zwei- 
mal umgebendo geschlossene Linie 



I 



begrenzt ist, mebrere soldier trapezfdrmigen Stlleko dargestellt, 
wobei die im zweiten Blatte verlaufenden Linion punktirt Hind. 
Hebt man nun irgend einen, einem beliobigon Werthe von y angc- 
hbrigen, dieser Elementarstreifen heraus, d. 1). wenn dio FUtcho 
aus mehreren Blattern besteht, aile diejonigen in den vorscliie- 
denen Blattern nnmittelbar liber einander liogenden Elomontar- 
streifen, die demselben Werthe von y angehciren, und bezeiehnet 
die Werthe, welche die Function Q an donjenigen ytellen bositzt, 
wo der Elementarstreifen die Begrenzung durchschncidot, von links 
nach rechts gerechnet (d. h. in der Richtung der positivon x-Axo) 
an den Eintrittsstellen mit 

Qu C> 2) <h .... 

und an den Austrittsstellen mit 

. q\ c>", r, .... 

so ist (Fig. 23) 

J s * <?i + v - Q‘2 + r - ,*> 

also 


\\ 






Q'i iiy ~j~ 



Fig. 23. 



In den Integra Ion rechtor Hand 
durchl&uft y alle Werthe votn 
kloinston bis zum grOsston, dy 
ist also immer positiv zn lioh- 
men. Bezeiehnet man abor die 
Project! on cm der durch die 
Elementarstreifen aus der Be- 
grenzung herausgeschnittenen 
Bogenelemente auf dio ?/- Axe, 
in derselben Roilienfolge wie 
oben genommen, an den Ein- 
trittsstellen durch 

J C k/'i) ll/ld 

und an den Austrittsstellen 
durch 

dy, dy", dy" 



^Man bemerke, dass diese Gleichung aucb dann noch riehtig bloil 
wenn — an irgend einer Stelle, iiber die sieli die Integration erstrecl 

bSna der%Tett e kl> Wh 1’/? nn r nUr Q Hn diesei ' Stc,1 « Unti 
orecbun 0 dei Stetigke.t erleidet. let namlich / (x) cine Function cl 




.. 


ftp? 
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'f-: 


und nimmt auf die positive Begrenzungsrichtung Riicksicht, so ist 
(Fig. 23) 

dy = — dy s = — dy% — — dy 3 = 

— + dy = -J- dy" = -j- dy" = 

f'olglich 

Q\ diJx + ^ (>' + 

In alien diesen Integralen verandert sieh y im Sinne der positiven 
Begrenzungsrichtung, daher vereinigen sich alle zu einem einzigen, 
und man erhalt 



Q-i diJi -j- • * • 



wenn das letztere Integral auf die ganze B igrenzung in positiver 
Riclitung erstreckt wird. 


reellen Variablen x, welche an einer Stelle x — a stetig ist, wiihrend ihr 
Differentialquotient f (a:) an clieser Stelle eine Unterbreehung tier Stetig- 
keit erleidet, bo nehme man zu beiclen Seiten von a zwoi uuendlieh nahe 
an a liegentle Werthe xu unci x/ c an. Liegt dann in dem Integrate 

f f (*) dx 

Xq 

a zwisclien den Grenzen x 0 und x, , und bleibt / (x) zwischen denselben 
stetig, wahrend f (x) nur an der Stelle x — a unstetig ist, so kann man 
setzen 

rV‘ ‘l’ ! 1 

^ f ( x ) dx — lim I ^ /' (x) dx + jj f '(x) dx I , 
a?0 L ar 0 ic/ c J 

wo der Grenziibergang sich auf das Zusammen fallen von Xh und xk mit 
a bezieht. Da nun /' ( [x ) von x Q bis x/ t und von x/ c bis x t stetig ist, 
so folgt 

r 1 

\ f (x) dx = lim [/ (x/i ) — / (*o) + / (*0 — /(**)!, 

*0 

und da / (a;) an cler Stelle x = a stetig ist, also beim Uebergang zur 
Grenze / (xa) und f (x/c) einander gleich werden, oder 
lim [f (xh) — f (xk) j — 0 

ist, so hat man trotz cler Stetigkeitsunterbreehung von J" (x) zwischen den 
Grenzen des Integrals doch 

t f (®) dx = / (»,) — / (aco). 
a? 0 

Dieser Fall ist hier mit zu beriicksichtigen , da sieh spater zoigen wird, 
dass die Derivirten stetiger Functionen in den Verzweigungspunkten un- 
endlieh gross werden konnen (§ 39). 






wuijinuAuu rttxiauu;. 


xxuoumx. xv. luiugt'aiu 

Ebeaso kann man nun aucli das zweite Integral 

dP 


* * - 


if 


dy 


dxdy 


beliandeln. Hier zerlegt man das Flftchonstiick in Elemental- 
streitcn durch gerade Linien, wolclie dor y- Axe parallel lautbn und 

lilsst durchjoden Vorzweigungs 


Fig, 23 . 



punkt eine solclio dorado hin- 
duicbgohn. Bozeichnet man 
dann die Wertlio, wolclie die 
Function P an don Stellen 
bat, wo cin Elemontarstroifen 
die Begrenzung durchsehneidet, 
dioso Wertlio dor lteilio nacb 
yon uuten nacli ebon (nfimlicli 
in dor Kiclitung dor positivon 
y-Axe) gereebnot, an don Ein- 
trittsstollon rnit 

A? ^3 

und an den Austrittsstollon rnit 

. l’", P"' , 

so ist wiedor 


ff 9P f 

r r 

)) ^ d X ,l,j= - jj 

r i dx -(- l p' dx — 1 p 2 dx -|~ 
* J 

darin ist dx positiv. 

Bezeicbnon aber 


( h u dx 2 , dx s , .... und dx, dx', dx" 

t sresussr ; 

-j- dx 
— dx 


dx _ -f- dx x «= -j- dX) 
und daker = — dx ' = __ d J 


jj” dy dxtbj | I\ dx L — | p' dx' — j p 2 dx^ 


J 


Pdx , 


robLl'tuLudehne^irt' Setzf 0 Sa ”“ B “ S !' cmuu S in P«8it>ver 
men, J Mgt , JTL tweUen w™” b °‘ d ° 

f f/9Q dP\ 



SP 


das Linienintegral auf die ganze Begrenzung in positiver Richtung 
erstreckt. 

Dieser hiedurch fiir reelle Funetionen P und Q bewiesene 
Satz kann sofort fiir den Fall erweitert werden , dass P und Q 
complexe Funetionen der reellen Variablen x und y sind. Namlich 
setzt man 

P = P' + iP" Q= <?' + W, 

worm P', P", Q', Q" reelle Funetionen von x und ?/ bedeuten, 
so ist 


fi( 


dQ 

dx 


%) ixd,J 


r r ( d ji d Ji^ 

JJ ' dy j 

*' (fl _ w) lbdy ’ 


dxdy 


und wenn man den Satz auf die reellen Theile der rechten Seite 
anwendet, 



(P' dx -(- (/ dy) 


(Pdx -}- Qdy ). 



(P" dx -{- 


Q" dy) 


Wir haben bisher angenommen, dass innerhalb des betrachteten 
Flachentheils keine Verzweigungspunkte oder andere Punkte liegen, 
in deneu P oder Q unstetig ist, Um nun auch soiche FUtchcn- 
theile mit in die Betrachtung bineinziehen zu kbnnen , liaben wir 
nur noting, soiche Punkte mit beliebig kleinen (wirklich) geschlos- 
senen Linien zu umgeben und dadurch auszuschliessen, wobei dann 
diese Linien mit zu der Begrenzung des Flachentheils gelidren. 


l § 18 . 

Aus dem vorigen Satze folgt sogleich der folgende : Wenni 
;> Pdx -j- Qdy ein vollstan d iges Differential ist, so ist I 

das Integral J (Pdx -j- Qdy) ausgedehnt auf die ganze>L 
Begrenzung eines Flachenstticks, innerhalb desseni 
I P und Q endlich und stetig sind, gleicli Null. Denn 1 

| wenn Pdx -j- Qdy ein vollst&ndiges Differential ist, so ist 

j . _ 0P __ QQ 

\ dy dx 

l also verschwinden alle Elemente des Fliichenintegrals , welches 


I 
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dem Linienintegrale gleich ist , und folglieli ist dieses wie jenes 
gleich Null. 

Wenn nun 

w = f (z) 

eine Function einer eomplexen Variablen z — x -j- i>/ it 

[§ 5- (1)] 

Qw , dw d(iw) 
dy dx dx ’ 

Polglich 

wdx -j- hody d. 1). to (tlx -j- id//) odor v'tU 
ein vollstandiges Differential, und daher 


= -j- hj ist , so ist 


] / (z) dz — 0 , 

wenn dieses Integral tlbor die gauze H eg ren stung 
eines Fliichenstiicks ausgedohnt wind, innerhalb 
d e s s e n f ( 2 ) e n d 1 i c h und s t e t j g ist. 

Hieraus folgt welter: Lasst man die Vorftnderiiolio z zwiachon 
zwei Punkten a und b zwei versebiedene Wege act) und ndb (Fig. 24) 
durcblanfen, welche zusammen eine geschlossene Linie biklen, die 
fflr sich allein ein FlUcbenstilek vollstilmlig 
Fig ' 24 - begrenzt, und ist innerhalb des so bogreuss* 
g ten Flaehenstticks f ( 2 ) endlich und atetig, 
^ j so ist aber die geschlossene Linie ersfrockt 

/ f 

/ / 1 ./ (2) dz = 0. 

f Um e ^ n einem bestimmten Wogo gonom- 

/ z 7 menes Integral kurz zu bezeiebnen, wlllilen 

w * r ^ en Buchstaben ./ und fUgon domselbon 
^ e11 Integrationsweg in Klanunorn hinzu, so- 
dass z. B. das auf dem Wege acb genoni- 
nene Integral j j ( 2 ) dz durch J ( acb ) angedeutet wird. Dann 
kann man die letzte Gleiehung schreiben 

J (acb da) = 0 . 

Nun ist aber (§ 16.) 

J(acbda) = J(acb) -j, J(hda) 


also folgt 


J (b da) 


J(adb ) , 


J(acb) ==. J(adb). 
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Das Integral lj / (z) dz hat also auf zwei verse hie- 
denen, dieselben Punkte verbindenden Wegen immer 
denselben Wertli, wenn die beiden Wege zusammen- 
genommen ein Flachensttiek vollstandig begrenzen, 
in w e 1 c h e m ./' (z) e n d 1 i c li und s t e t i g i s t. 

Hat man nun ein zusammenbangendes Flachenstiick, in wel- 
chem f (z) endlich und stetig bleibt, von der Beschaffenkeit , dass 
jede darin gezogene (wirklich) geschiossene Linie fur sich allein 
die vollstandige Begrenzung eines Flachentheils bildet, so hat das 
Integral f f (z) dz auf alien Wegen zwisehen denselben zwei Punk- 
ten denselben Wertk. Lasst man die untere Grenze z 0 constant 
sein, so ist also innerkalb eines soleken Flachenstiickes das In- 
tegral eine eindeutige Function der oberen Grenze, und bezeichnet 
F (z) eine Function , deren Derivirte =/ (z) , so ist innerkalb 

jenes Flachensttlcks £ f (z) dz — F (s) — F (z 0 ), da in diesem 
s 0 , 

Falle der Werth des Integrals von dem Integrationswege unab- 
kiingig ist. 

Es tritt hier die grosse Bedeutung kervor, welcke solchen 
Flilchen zukommt, in denen jede geschiossene. Linie fUr sick allein 
die vollstandige Begrenzung eines Flachentheiles bildet. llimann 
hat die Flachen von dieser Beschaffenkeit mit dem Namen ein- 
f a c li z u s a m m e n h a n g e n d e Flachen bezeichnet. Eine solclie 
ist z. B. eine Kreisflliche. Ist in einer solchen / ( 2 ) tiberall stetig, 

so ist, wie bemerkt, J f (z) dz in derselben eine eindeutige Func- 

*0 

tion der oberen Grenze. Wenn dagegen / (z) in einer Kreisflliche 
unendlich gross wird , z. B. nur in einem Punkte a, und umgiebt 
man diesen, um ein Flachenstiick zu 
erhalten, in welchem /' ( z ) stetig bleibt, 
mit einem kleinen Kreise k, und schliesst 
den Punkt a dadurch aus, so iat die so 
entstehende ringformige Flache (Fig. 25) 
nicht mehr einfacli zusammenkangend ; 
denn eine Linie m, welche den kleinen 
Kreis k ganz umschliesst, bildet fUr sich 
allein noch nicht die vollstandige Be- 
grenzung eines Flachentheils , sondern 
erst m und k zusammeo. Demnach hat 
zwar das auf m und k zugleich erstreckte 
Integral den Werth Null, wenn aber das auf k allein ausgedehnte 
Integral nicht gleich Null ist, so kann aucli das langs m genom- 


Fig. 25. 




* ' 
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§ 19 . 

Wir Jasaen jetzt die VoiauMofanne , (lass di,. w. *. ' 

.in dera zu betrachtenden FUlchenatllckf ttbei-all . unct, . ou ^ 0) 
und gehen zur Untersuchung von Integrilon ’f 8< ‘‘ J failen 

tionswege Mfichentheile begrenzen irf , T ^ Ittt W™~ 

mehr iiberall stetig ist. ’ 11 dl ° function nicht 

keitspunkt geJL ’ w “ d ^ W».to tig- 

gangspunkt sein Oder auch nicht ft;,. hr i! " K '.‘ Ucl1 < ' i " Vorz '«i- 

snicke Unstetigkeitspunkte, so j B (’ m 0l Xn""" umi,m 

berecbtigt zu schliessen, dass das ,n ,l1101 ’ KlUlon 

FJachensttieks ausgedehnte Integral den wJV^i li|,f;ra| !Miig dos 
Beweis dieses Satzes wesentlklf ,fn v *' Nul1 woii dor 

/C=) innerhalb do., Fiitclienstftckes \!ilt ^’ ra “ Sotz ""S' *>ornht, ( ia 8s 
, to " «*»», a*>, winheTIr® , ■"“**«• Abormm, 
haben mag, es seinen Worth niel.f / " to « ni 1 aaoli 
re./ das FUchenslflek um beliobiire «*! ”? 6rt > Wl,u » »» 
Oder verkleinert, wenn nor As ok ® v < f «’ K r 0 a s <, r t 
zugekofflmenen oder . J '""orlialb dor |,i„- 

-d.icb „„ d stetig i S C' e<i ; n0n ">»•»■«» b o 

Oiendes Oder ausgesehifdenes F ,« " !'? T'! 0 ' 1 * hinzukon,- 
vollstandig begrenzt, wie z. B. AodZTlX ^. v °" cillw lahiie 
urspriingJiehe Begrenzung sei") on • * ^ J ^‘ ^6, wo nbcdu die 

f st fig i8t ’ «uf 2 Botin *’ "**/ « ^norhalb ,1 nnd 
:f a . Null; ea kann ^daher g diI°B/. ° der ^ (,rBtrocktG 
iebig der ursprflrigiiehen Begrenznmr , . S^ziing von /i odor Ji 

wenn / M j " 'C^O, 

^Sr“Sb s % it “r 

~ — u U J odor h<ul eraetzt 

1 Sishe Abscbnitt IX und X. 




allein die Begrenzung eines 
Flachentheils bildet oder 
doch zu den Begrenzumgs- 
stiicken eines solch en ge- 
liovt, dnrdi eine beliebige 
weitere oder engere ge- 
sclilossene Linie ersetzen 
kann , wenn nur dadurdi 
keine Flachentheile ein- 
oder austreten, in denen f (z ) unendlich oder unstetig wird, denn 
urn z. B. abccla in gh kg zn erweitern , braudit man nur zuerst 
bed durch billed und dann dab durdi die glib zu ersetzen. End- 
lich kann man aucli ein Flachenstiick a be da (Fig. 27) durch ©in 
ringformiges Stiick , das von 

der Linie hi deb und dor 27 . 

Linie m begrenzt wird , ver- 
grossern, wenn nur die Func- 
tion / (s) in dem Ringe stetig 
bleibt, mag sie auck inuerhalb l 
m unstetig werden. Denn 
unter dieser Voranssetzung ist 
J (hi deb) 4 - J (m) = 0 . 

Setzt man also 

J (d a b c d) = S , 

so ist auch 

S — .7 (d. a be d) -[- .7 (b l d c h) -j- .7 (m) 

= .7 (dub) — j— J (bed) — j— .7 (hid) — j— ,7 (rich) — J— ,7 (?«) 
nnd da 

J (bed) -j- .7 (deb) = 0 
ist, 

S = J (dab) -}- ,7 (bid) -j- ./ (w) 

oder 

£ = -7 (dab Id) 4 - J (m). 

In Hhnlichcr Weise lilsst sicb die Riehtigkeit des Satzes in alien 
Fallen dartkun. Ganz allgemcin abor, and) fflp Fladienstflckc, 
die ans mehreren Blattern besteben , kann er so bewiesen werden. 
Wir'd eino beliebige Flaclie T so in zwei Theile A raid B getheilt, 
dass / (z) in A stetig ist, raid bczcichnet man das fiber die Be- 
Diir&go, J?nnct. compl. Vnr. 2. A.ufl, g 
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grenzung eines Theiles, z. B. A erstreckto Integral C /' dz 
durcb J (A), so ist J 

J (A) = 0. 

Haben nun die Theile A mid B keine gemeinscliaftlichen Begren- 
zangBstucke, so bilden die Begrenzangen von A nnd B znsarnraen 
die Begrenzung von T, und daher ist 

J (T) = j (A) -f. ,7 (B) 

und folglich auch ^ 1 } 

./ (2 1 ) = ./ (/j). 

GehOren dagegen gewisee Linion C eowoli) zur Bcgrcnznng von A 
als such zu dor von B, so liegon die FlMtobeilo A Zl 7 Z 
vereclnedenen Seitcn dieser Linion C. DurclillUift man also die 
Begrenzungen von A nnd B hinter einandor in dor positive," 1,1. 
gienzungsnchtnng, d. h. so, daes der begronzto FlJtchonthoil iedes 
mal zur hnken Hand iiegt, so wordon die Linion c ZZi ] 
mr in entgegengesetzter Richtung durclilaufen ; die Rings C teo 
nommenen Integrate heben aid, dahor a„f; dte ttbrige" 8 

nnd S dai“r e hT ma^tiefe 1 ’'* bM ° n ga "“ von 7\ 

und folglicl, ' /(r ) = /W + - ; W 

X”n g k £?p,s H “'S' ‘S- 

weitert werden, ohne dan’s LTCenznngshtegml tidf ^ 

eine wichtiger Satz. Bildot 

zung eines Flachentheils , und wird divV^ ,?° 1Ist * lndi £ e Be & rftn - 
desselben in den Punkten a * unction J (~) innerlialb 

jeden einzelnen d eser PnnSl V 3 - ’ ‘ V " nsteti ^ 80 »®ffebe man 
nen Linie, z B mit einel k,“ °T .*""*!* kl ° inCn 
dieser Unstetigkeitspunkte zugleich 1 einT*’ ^ ab ° r ’ Wenn oiner 
-la Male durdilX ™ 
sammenhangen. Aisdann hiM«n n’ R at er in lotzterom zu- 

(A 2 ), ( a b ) . . . , / t V 6 die8e Kreise ’ dio mit M, 

CD zuaammen die Begrenzun^V” ra Sf n J mit der au8Soren Linto 

f 0) stetig iat. (Fig. 28 wo s; 1168 ^ en8ttl ckes , in welcliorn 
Blatte verlaufen.) Foiglich ist cha P ? n J. tlrten Llnien iro zweiten 
ppsitiver Richtung erstfeokte ntegral f / M f 1 Dz . e . in 

nun aber die Sussex r; • ,1. S f (s ° * % lmh Null. . Wird 

Winkel durchlaufen, so mussen ^dif’ r fe , R . ichtun | der wa disonden 
’ ’ mU88en die kl emen Kreise (Aj), (a 2 ), 


A 3 , • • • • , so ist 

I — — A% — A 3 — .... = 0 

und folglich 

I = — |— — j — A 3 — J— • • • ■ 

Befindet sicb nnn die Linie (I) in einem 
Flachenstiicke T, welches keine anderen 
Unstetigkeitspunkte en thill t, als die von 
ihr umschlossenen o l3 « 2 , c 3 , • • • • , so 
behiilt das Integral / nach dem vorigen 
Satze seinen Werth, wenn es anf die 
Begrenzung von T ausgedehnt wird , und daher erlialten wir den 
Satz : D a s I n t e g r a 1 j / (2) d z , ausgedehnt anf d i e g a n z o 
Begrenzung eines FI iiclienst ticks T, ist gleicli derj 
S u m m e d e r I n t e g r a 1 e 1 ii n g s k 1 e i n c r g e s c li 1 o s s c n e r f 
L i n i 0 11 , w e l c li e die slimmtlichcn i n n e r li a l b T b e f i n d- ? ^ 
lichen Unstetigkeitspunkte c i n z e 1 n nmgebcn, allot 
Integrale in dors el bon Richtnng gen om men. ' 


§ 20 . 

Durcli die vorige Betrachtung sind wir nun anf die Unter- 
suchung solcher geschlossener Integrationswege geftihrt worden, 
welche nur einen einzigen Unstetigkeitspunkt umgeben. Dabei 
mtissen wir aber unterscheiden, ob der Unstetigkeitspunkt zugleieh 
ein Verzweigungspunkt ist, oder niclit. Betrachten wir zuerst einen 
Punkt a , weleher nicht Verzweigungspunkt ist, und in welchem 
/ (s) unendlich gross wird. Nirntnt man das Integral 

A — 1 / 00 * 

liings einer diesen Unstetigkeitspunkt umgebendon Linie , wolclie 
wcder einen anderen Unstetigkeitspunkt, noch auch einen Verzwei- 
gungspunkt einschliesst , so kann diese durcli einen kleinon Kreis 
um den Punkt a mit dem Radius r ersetzt werden, welchen man 
auch in’s Unendliche abnehmen lassen kann, ohne dass der Werth 
des Integrals sicb Undert. Schreibt man dann 

6 * 
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~ _ a = r (cos cp ~|~ i sin <p) , 

so bleibt, wenn ~ den kleinon Kreis 
Fig. 29 . dm-chlHuft, r constant., und <p wiichst 

von 0 bis 2 n. Dabei wird ang<> 
'^yz: nommen, dass dor Punkt z seine Be- 

i ■ //\ wegung aus dem Punkte z 0 beginuo, 
i j n we i c i )em cine aus a mit dor po- 

\ J sitiven Ilauptaxo parallel gezogeno 

— ' Gerade den Kreis durclischueidet 

(Fig. 29). Dies ist gestattot, (la der 

~ yr Anfangspunkt dor Bewcgung will- 

J ^ ktirlich gewkhlt werden kann. Um 

nun durcli r und cp auszudrileken, bernerke man mit Jlimctm >, 

dass dz einen von einera beliebigen Punkte z der Peripheric des 
Kreises ausgehenden unendlich kleinen Kreisbogen bedeutet, (lessen 
Centriwinkel — dxp ist. Bezeichnet man den Endpunkt dieses un- 
eudlicli kleinen Kreisbogens mit z\ so ist 


Nun iat aber § 2. S. 18 gezeigt worden, dass 

Z — Z ZZ , | , . . 

~Z.~ “ ” ( — 008 u “r 1 8111 


ist, wo a den Winkel azz bedeutet. Dieser ist in unscrem Falle 
ein Rechter, also 


Die Linie zz ist ein Kreisbogen mit dem Centriwinkel >/<p, also 
— I'dip, az der Radius, also — r, folglich erhftlt man 

— o rLlC P — i.lL ^ 


*) Man erba.lt auch direct aus 

z — a = r (cos cp -j- i sin cp) 

(lurch Differentiation, bei welcher r als Radius des Kreises constant bleibt, 
dz — r ( — sin cp + i cos cp) clcp 
— ir (cos cp + * sin cp) dep, 


- - '■■■? ••• ■ 
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Setzt man dies ein, so folgt 
2 n 

A — !j — a) f (s) i dy. 
o 


Liisst man jetzt den Radius r des Kreises ill’s Unendliclie abneh- 
men, so niiliern sieli die Punkte c tier Peripherie des Kreises dem 
Punkte a , z — « also tier Null , wall rend / (~) unendlieh gross 
wird. Wenn nun tier Fall eintritt, dass J (z) fiir ~ = « so un- 
endlieh wird, dass das Product (z — «)/(s) sich eiuem bestimmten 
endlichen Grenzwerth p niihei't, also 

[lim (s — a) f (=)] = p 

1st, wobei aber ausdrltcklich vorausgesetzt wird, dass dieser Grenz- 
werth immer derselbe sei, von welcher Seite her der Punkt z dem 
Punkte a an eh immer sich niiliern moge, so kann man fiir alle in 
der N&he des Punktes a befindlichen Punkte 2 annelunen, dass 

— a ) f (~) = V + E 

ist, worin f eine Function von r und ip bedeutet, welche fiir jeden 
Worth von rp mit r zugleich unendlieh klein wird. Man erliillt 
dadurch 

2 7 1 2 7 1 

A = p j i tkf -j- j sidy. 

0 0 


Liisst man nun r und also auch e bis zum Verschwinden ab- 
nelunen, so verBcliwindet auch daB zweite Integral, und es folgt 

A — 2 tv ip. 

Dadurch ist der Worth des Integrals durch den Grenzwerth von 
( 2 — u) ./' (z) ausgedrtickt, wenn derselbe ein endlicher und be- 
st imm ter ist. Dieser Worth von A ftndert sich nach IV uieht, 
wenn die Integration auf die vollstandigc Begrenzung eiues Flachen- 
theils ausgedehnt wird, innerhalb desseri koine Unstetigkeitspuukte 
ausser a sich bofinden. 


Als Beispiel diene 


Hier ist 


S 


ilz 

1 + s a ‘ 



1 

(z — t) (z -j- i) ’ 


welches fUr z — i unendlieh wird, ohne dass dieser Punkt eiu Ver- 









m 


1 i- 


I 


I ■; 

m i 


zweigungspuukt ist (die Function - ^ ^ hat ilborhaupt koine Ver- 
zweigungspunkte). Ferrer ist 

S»].-r 1 lim 


)l+z> 


das Integral auf eine den Punkt i umgobondo gosclilossone Linie in 
der Richtung der waclisenden Wiukel ausgcdohnt. 

Liegen nun in einem FUlchonstUcko T die Unstotigkeitspunkto 
a t , a. 2 , a 3 , etc., die aber nicht zugleich Verzwoigungspunkte sein 
diirfen, und vvird / (s) in diesen Punkten so unondlicli , dass die 
Products (z — cij) f (z), (z — a 2 ) ./ (z), etc. sich b estimmten 
endlichen Grenzwerthen jo 2 , etc. ntthorn, sodass 

[lim (« — a t ) f ( 5 )] = lh 

x =w a i 

[lim (z — oj) / (s)] “= p 2 

S =a « a 

etc. 

ist, so erhiilt man ftir das auf die ganzo Begronzung von T er- 
streckte Integral J / (z) dz den Worth (V. § 19.) 

^ J (~) ( k == 2zri (pi **f“ Pa H - " )• 

In dem vorigen Beispiele wird 

/ « ===== rfp 

auch ftir » — — i unendlich gross, und ftir diesen Punkt orhUlt 
man 

= = I h® . ===! [" lim ;1 ssssx —— —j 

L , 1 + s2 j s =- J ' L »*’ 

also auf eine den Punkt — i umgebondo Linie erstrockt 


Ftir eine Linie , welche beide Punkte -j- i und — i in der Kicli- 
tung der waclisenden Winkel umgiebt, wird daher dieses Integral 

=■ TV 71 = 0 . 

Veimittelst solcher geschiossener Linien, die nur einen oinzigen 
Unstetigkeitspunkt umgeben, kann man nun innerhalb oines Flit chon- 
theils, der keine Verzweigungspunkte der Function f (z) und aucb 


, ‘ ' V'o 
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keine Liicken entha.lt, die fur verachiedene Integrationswege gelten- 
den Wertke der Integrate auf einander bezieben. Wenn zwei Wege 
bee und bile (Fig. 10) nur einen Unstetigkeitspunkt a und keinen 
Verzweigungspunkt einschliessen , *) so kann der eine , z. B. b d c 
dadui'ch ersetzt werden, dass man dem anderen bee eine den Un- 
stetigkeitspunkt umgebende gescblossene Linie by lib vorangelien 
lasst. Denn nacb IV. § 19 ist 

J (b yhb) — J (b d c eb) = J ( b il c ) — J (J> e c) 
also J \bdc) =• J (b y li b) -j -J{bec) 

Oder aueb ‘ J. (bee) — — J(byh b) -j- J (bde) 

= J (bh 'yb) -j -J(hdc). 


Fig. 10. 


Fig. 11. 




Ebenso verbalt es sicb, wenn zwei Wege mehrere Unstetigkeits- 
punkte, aber keine Verzweigungspunkte einschliessen. Umgeben 
z. B. die Wege z () ed und z^cd (Fig. 11) zwei Unstetigkeitspunkte 
a und b , so zielie man aus z 0 um jeden derselben eine gescblossene 
Linie ^fyz 0 un ^ Dann ist 

j (~0 V.V~o) -J- if ipQ)hkz§) = J (z 0 edcz 0 ) 

— J (zqC d) • — J (z o c d ) 

also 

./ (z 0 c d) — ,/ (s,qJ y Zq) -j- J (z 0 h Jc Zq) -J- J (z 0 c d) . 

Man kann dabor den einen Weg dadurch ersetzen , dass man dem 
anderen gescblossene Linien um je einen der Unstetigkeitspunkte 
vorhergeken lasst. 

Wie sicb das Integral A um einen Unstetigkeitspunkt a ver- 
balt, wenn darin (z — a) / (z) niebt mebr einen bestimmten end- 
lichen Grenzwcrth bat, kann erst spiiter (Abselmitt VIII) erledigt 
werden. 


*) Die VorauHBetzung, dass die boidun Wege keinen Verzweigungs- 
punkt einachliesaon, ist im Allgemeinou nur durum nothwendig, damit sie 
zusammengenommen eine vollstandigo Begrenzung bilden, was nicht immer 
der Full zu sein brauelit, wenn VorzweigungBpuukte dazwieehen liegen. 
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§ 21 . 

Wir gehen nun zu dem Falle ttbcr, dass dor Unstetigkeits- 
punkt zugleich ein Verzweigungspunkt ist, in welchciu Falle er 
mit /», und der Integral vverth ftir cine urn ihn gelegte Linio mit 
B bezeichnet werden sol! ; wir lichmen an , dass in dienem Punkte 
1,1 f'atter der tlliche zusammenhllngen. Will man liier eino ire- 

:^ Linie /' aben ; die d r Punkt * llmgicbt ’ 80 “«*» dioselbo 
2 , e , mach f ’ also z> 11 dio Peripherie oines Kroises 
m Mai durchlaufen werden. Riemann ftilirt ftlr diesen Fall statt - 
eine neue Variable £ ein, indem er setzt 

l m = s — 6 , 

weiehe also ftlr s = b den Worth 0 or hill t, und untorsucht wie 

ir^d alS “ V ° n C botraohtot, an der Stollo 
^--0 veihalt Zu diesem Ende seheii wir zuerst zu, weiehe 
7i e f besehre.bt, wahrend s eiuen geschlossonen Kreis, d. h. also 
UmUlufe um einen solchen znrflcklogt. Setzt man wiodor 
a]so z — b = r (cos < p -j- i sin cyi), 

l 

'£ = r> 

Si “.vs et 1 •*- 

m cp von 0 bis — gewacbsen , also hat £ don ...ten Thoil dor l>o 


( cos ~ 9 1 ~f~ * sin <p) 


m 


m 


. , . uer re- 

Th^irShe^' 8 "' 6 / 0 , 8 1 besol . ircibt C 

ueuen Umlaufe des - t-w a v, pber T ie ’, Und obanso bo. jedem 

f. /-Wpunkt rtdio md “ 

strichen werden, "‘TTtT 

■p ani . . . , , 2tt iHseccoren, jetler nut dem 

Oentriwinkel — •■. njpop fno, an „• , 

. m ft1gen Slch an emander und bildon zu- 

sammon eine einfache Kreisflaclie. In Fie- SO to 
dass in dem Punkte j d rP i • - 1 ®* 30 . 18t angenommou, 

den Verzweigungsschnitt lb' hinfih zasaD3 “ Gnll &ngtm,, weiehe liber 
■in den drei . BllSm ^ vlrlaufenden F • “r t,be ^ Gn - Wg 

wegen neben einander gezeichnet 9ind dcr Deutlicll keit 

Blatte ^erlaufendeh Lim'en resp ’ durch^ 1Sten ’ 2toiJ ut,d 3ton 
dui'oh Striche und diu-cli p un kt 8 L“- ^ ? aua S» zf) «ono Linie, 

auich, J^uQ^te besyichuot ,wordo.q. , Dann ontsprichf 
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dor Fl&cho ale tier Kreisseetor coe 
n » °J 0 » „ e og 

» j> U h c ii ii {J o c . 

dem ganzon von dcr geschlossenen 
Linie e defy he begrenzten Fla- 
clientlieile ontsprieht daher die 
cin facile Kreisllache c e (j c. Es 
ergiebt sich also, class, with rend 
a, alio m Blatter clurclilaufend, erst 
nacli m Umlftufen zn seinem Aus- 
gangspunkto zurttekkoinmt , dies 
bei t schon nacli dom orsten Uni- 
laufo eintritt. Dio Variable t, tritt 
d all or inis ihrem orsten Blatte 
nicht lioraus, and folglieli hat die 
Function f (~) a Is Function von ‘Q 
betrachtet an dor Stollo £ — 0 
keinen Verzwoigungspunkt. Wenn 
wir clomnach in dom Intogralo 
J f (z) dz ausgedohnt auf cine ge- 
schlosseno Linie, wolclio den Vcr- 
zwoigungs- und Unstotigkoitspunkt b umgiebt, £ als Variable ein- 
ftikron, so lcOnnen wir die Betrachtung des vorigon § anwenden, 
wcil £ = 0 kein, Vcrzweigungspunkt, sondern oin blosser Unstotig- 
keitspunkt ist. Es golio nun dutch die Substitution von 

i 

£ =■ (* — b) m die Function / (z) in <p (Q) tlbcr; danu wircl, weil 
dz == mQ" 1 ~ 1 d'Q ist, 

1 i = m j t" 1 - 1 <p (£) d'Q = m 

l 

Sotzt man dor Kllrzo wogon - ■ <p*=» ij>, also Q = r m (cos y> -j~ i siu i/>), 

so wHchst boi dom ganzen Uiulaufo ip von 0 bis 2 zr, und da wie 

iliH ' r 

oben ‘ ■ *aa idifi ist, so oiMlt man 

Ji bm in ij (J) (£) i dljh 

Nun ist dor Annahme nacli (j) (£) 1‘tlr £ ~ 0 unendlicli gross. 
Goachioht dies Unondliehwordon aber so, class eins der Producto 

Cy (0, i' 3 y(0, (£) 


j t“ 9 (0 j- 



e 


... ... .V 


r 
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sicli einem endlichen Grenzwertho nilhert, so ist 
Dim t m (p (£)]•_ o = 0. 

Liisst man also den Radius r der um don Punkt h beschriebonen 
Kreislinien in’s Unendliche abnehmen, so wird dami 

B ~ 0. 

Kehren wir nun wieder zur Variablen z zurUck, so erlmlten wir 
den Satz : W e n n das Integral j' / (z) dz a u f e i n o g e s c h 1 o s- 
seneLinie ausgedehnt wird, die einon Un stotigkoits- 
punkt umgiebt, derzugleicli ein Vo rzwcigungs punkt 
ist, in welchem m Blotter der Fiji die z usam m en biin- 
gen, so hat dasselbe immer don Wertli Null, wonn 
eins der Products 


( z _ iynf ( z—b) m f (z), (z — h) m f (z) 

sich einem endlichen Grenzwertho nilhert. 
Als Beispiel diene 


Plier ist 




•z 2 )(l— ifc 2 * 2 ) 


— z 2 )(f— fr'i*) 1 

welches fttr z == 1 unendlicb wird. Dieser Punkt ist zugleich ein 
Verzweigungspunkt , in welchem zwei Blatter zusammonhangen. 
Man seize daber ° 


und erhalt 


'^]/'(2 + (i ~ & (l + 


sodass in der That £ = 0 kein Verzweigungspunkt fitr w (C) ist. 
Nun erhalt man 


lim [<*— ])*/(*) I = f |im i 

1 h., I ! Vc»+» 


folglich ist 


+ 1)(1— i j/~ aCIa—A; 2 )’ 


[lim (z — 1) / (V)] = 0 

5=1 


f dz 

) 


npd daber auch 



Emitter Absclmitt. 

Dcr liO^u'ilhmus mid die Exponenlialfundioii. 
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wGiin das Integial kings oiner don Punkt s = 1 umgebenden ge- 
sehlossonon Linie gonommon wird. Denselben Wertli hat das In- 
tegial aucli , wenn dio geschlossene Linie einen der drei anderen 

Verzweigungspunkte — 1, + — -L umg-iebt. 

Dio Untorsucliung, wolchon Wertli das Integral B hat, wenn 
die Voraussetzungon dos vorigen Satzes nicht erfllllt sind , kann 
erst spiiter (Abschnitt VIII) vorgenoromen werden. 


Da wir in dor Folge von einigen Eigenschaften des Loga- 
rithmus Gebrauch zu machon gendthigt sein werden, so mtissen 
wir ftlr einen Augonblick die allgemeinen Betrachtungen unterbrechen 
nnd tins zuerst mit diosor spociellen Function besehiiftigen. Dabei 
erscheint es nicht unzwockmjtssig , diese Untersuchung etwas voll- 
stiindiger zu ftlhron, als es ftlr die beabsichtigte Anwendung noth- 
wendig gewesen ware, und aucli gleich daran die Betrachtung der 
aus dem Logarithmus folgcnden Exponentialfunction anzuschliessen. 
Da wir es kier alsdann mit einem speciellen Falle der in den Ab- 
schnitten IX und X anzustellenden allgemeinen Ontersuchungen zu 
than liaben, so kann dies Beispiel auch dazu dienen, ftlr jene spa- 
teren Betrachtungen die Vorstellungen zu fixiren. 

Wir bezeichnen nacli Iliemann mit dem Namen Logarithmus 
jede Function / (s), welche die Eigenschaft hat, dass 


j (z.u) J (z) -j- / ( U ) | 

ist. Dadurch ist die Function bis auf eine Constante vollstandig 
bestimmt, denn wir werden daraus alle ihre Eigenschaften ableiten 
kdnnen. Setzt man zuerst u = 1 und liisst z beliebig, so folgt 


/(*)“/(*)+/(!) 

also 


/(l) = Log 1 = 0, 
Setzt man aber u — 0, so erhalt man 
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Log 2 => m 1 ~ 

1 

und haben damit den Logariibmus durcli ein bestimmtes Integral 
ausgedriickt. Fdr die . Analysis sind dio Logarithmen desjenigen 
Systems die einfachsten, in welchem die Constant© m den Worth 1 
hat. Diese nennt man natiirliche Logarithmen, und wir werdeo 
im Folgenden solche unter dem Zeichen log z verBtehon. Dann 
1st also 

log 9 = ' 

• ' • *> 1 

und daher 


f (0) = f (z) -j- ./ (0) ; 

giebt man nun dOm 3 einen Worth, fttr welchen f (z) nicht gloich 
Null ist, so folgt 

/ (0) — Log o — go ; 

aus demselben Grunde wird aueli Log OO uneudlich groBS. Man 
kann ferner den Logarithmus durch oiu Integral ausdrllcken. Derm 
differeutirt man die Gloichung (5) partiell nach «, so folgt 

z f (stl) «=/ («), 

und wenn man dann u = 1 setzt, 

z f (a) = / ( 1 ). 

Die Constante f (1) bezeichnen wir mit m. Von dieser Gonstanton 
hiingt der Worth des Logarithmus einer Zahl ab. Dio Logarithmen 
alter Zahlen, die man erh&lt, wenn man der Gonstanton m einen 
bestimmten Wertli beilegt, bilden zusaramen ein Logarithmonsystora, 
und man nennt die Constante in den Modulus dioscs Logaritlmien- 
systems. 

Aus der Gleichung 


folgt nun 


d/OO 


Da /(l) — 0 ist, so erh&lt die Constanto C den Worth Null, 
wenn man dem Integral die untere Grenze 1 zuertheilt und z reollo 
Werthe durchlaufen lasst. Wir setzen daher auch im Allgomeincn 
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Setzt man 


Log z = m . log 2 . 

— r (cos cp -}- i sin cp), 


so orh9.lt man 

(h. — (cos (p — )- i sill ( p) dr -J- r ( — sin cp -j- 1 cos cp) dtp 


also 


(cos ( f -j- / sill cp) (dr -j- ■}. r dcp ), 


dr 


~ + * d( P- 


Gclit nun z auf irgend einem Wege von 1 nach einern beliebigen 
Pnnkte 2 , so (lurch Uluft r die recllen Wertlie von 1 bis r, mid cp 
von 0 bis cp, dalier ist 


\i-\v 


- -|~ i cp 


odor 


log 2 — log r -)- i cp. ( 7 ) 

Hiordurch ist log 2 auf die Form einer eomploxen Grosse gebraclit, 


denn da r in dem Integral 


ft- 


nur reelle und positive Wertlie 


annimmt, so ist auch log r reell ; und man sieht zugleich , dass 
log r positiv oder negativ ist, je nachdem r grosser oder kleiner 
als 1 ist; denn da r immer positiv ist, so bewegt sicli der dar- 
stellendo Punkt auf der positiven Ilauptaxe im ersten Falle nacli 
der positiven, im letzteren Falle nacli der negativen Seite, und 

civ 

dalier sind im ersteren Falle alle Elemente — positiv, im letzteren 


all© negativ. 

Wir erselien ferner, dass der Logarithmus von dem Integra- 
tionswege abhUngig ist; denn bezeichnet cp den Wertli, den dieser 
Winkel erreioht, wenn z auf einer den Nullpunkt nicht umwinden- 
den Linie, bei welcher die Winkel waehsen, von 1 nach 2 geht, 
so ist cp - — 2 tv. der Werth, den dieser Winkel annimmt, wenn die 
Linie auf der anderen Seite des Nullpunkts, also in der Richtung 
der abnehmenden Winkel von 1 nach 2 fttkrt; und wird der Null- 
punkt von einer Linie n Mai in der Richtung der wachsenden 
Winkel umwunden , so erreicht cp in 2 den Wertli cp -j- 2 n tv. 
Demnach ist vollst&ndig 

log 2 — log r -j- Up 2 n tv i. 


Hierdurch best&tigen sicli unsere allgemeinen Betrachtungen. Die 
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1 

Function — hat keinen Verzweigungspunkt, dagegen don Unstetig- 

keitspunkt 2 = 0 . Liisst man 2 eine geschlosaeno Linie um den 
Nullpunkt beschreiben, so ist der Werth des auf diese Linie in 
der Richtung der wachsenden Winkel erstreckten Integrals = 
weil 


[ lim * r] 


Fig. 31, 



ist (§ 20). Durcli die am Schlusse des § 20 angestelitcn Betrach- 
tungen erhalt man dasselbe Resultat wie oben. 

Hieraus folgt nun, dass die Function log 2 in keinem Punkte 
der Ebene einen vollig bestimmten Werth hat und in irgend zwei 
unendlich nahen Punkten durch passende Anordnung des Intogra- 
tionsweges Werthe erhalten kann, die um ein Vielfaches von 2 jri 
von einander verschieden sind. Um diese Unbestimmtheit so viel 
als moglich zu beschranken, denke man sich aus dem Nullpunkte 
eine in’s Uneudliche verlaufende Linie og (Fig. 3l) gezogen, welche 
sich selbst nicht schneidet. Kino solche Linie 
wird nach Riemann cin Quersclinitt ge- 
nannt. Dann muss von je zwei von 1 nach 
2 ftihrenden Wegen , welche don Nullpunkt 
einschliessen, der cine nothwendig den Quer- 
schnitt dui'chschneiden , und folglich nimmt 
log s auf alien den Quersclinitt nicht tiber- 
schreitenden Wegen in jedem Punkte e einen 
einzigen. gauz bestimmten Werth an, der sich 
auch mit 2 ttberall stetig iindert. Nur auf 
den I unkten des Querschnitts selber bleibt die Unbostimmtheit be- 
stehen. Bezeichnet man nun die unendliche Ebene, in welcher 2 
sich bewegt, mit T, und denkt dieseibe liings des Querschnittes on 
wirkhch durcbgeschnitten , so entsteht eine Fliiche, die mit r be- 
zeichnet werden moge. Innerhalb dieser kann nun der Quersclinitt 
nicht- tiberschritten werden , und daher ist log 2 innerhalb T' eine 
eindeutige tiberall stetige Function von 2. In der FJitche T da- 
gegen wird log 2 beim Uebersehreiten des Querschnittes unstetig. 

enn smd 2, x und 2 2 zwei zu beiden Seiten des Querschnittes un- 
endhch nahe an einander liegende Punkte (2, etwa rechts und 2 2 
links von der Richtung og), und lasst man 2 von 1 aus tlber 2! 

und 2 2 eine geschlossene Linie um den Nullpunkt beschreiben, 
so 1st ’ 

J (1 z l Z 2 c 1) = J (1 * 1 ) — J (I cz 2 ) = 2 7V i. 

Bezeichnen also und die Werthe, welche log a, zunitclist in 
■ betrachtet, in z x und 23 annimmt, sodass 
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W\ — J (1 £]) w 2 — J (1 cs 2 ) 

ist, so hat man 

H) x — w 2 — 2 tv i. 

Denkt man sich also nun die Flache T wieder hergestellt, so springt 
log wenn z von z, nach z 2 geht, pldtzlich von w x in w x — 2m, 
oder wenn z von z 2 nach z x geht, plotzlich von w 2 nach w 2 + 2 7Vi 
tlber. Dieses gilt, an welcher Stelle die geschlossene Linie den 
Querschnitt auch tiberschreiten mag. Langs des ganzen Quer- 
sclmittes ist dalier log 2 unstetig, und zwar sind flit alle Punkte 
auf der recliten Seite desselben die Werthe von log z um 2 ? ri 
grosser als auf der linken. Dieser constante Werth, um welcheu 
alle Functionswerthe auf der einen Seite grosser sind , als die be- 
nachbartcn auf der anderen Seite, lieisst nach Riemann der Perio- 
dic i t a t s m o d u 1 * der Function oder des Integrals, insofern erstere 
durch ein Integral dargestellt ist. 


' § 23. 

Aus dem Logarithmus leitct sich die Exponentialfunction in 
folgender Art ab. Unter dem Zcichen 

a w 

soli eine Function von w verstauden werden, ftlr welche 
log {n w ) — w. log a 

ist. Bezeichnct nun c. die reolle Zahl, ftlr welche log c, den Werth 
1 hat, ist also e durch die Glcichung 


z 
1 

definirt, so hat man 

log (e w ) — w. 

Daher ist e w die inverse Function des Logarithmus , denn ftlr 
e w = z folgt nun w = log z. Eigentlich ist zwar log e nicht 
bloss — 1, sondern auch — 1 + ^ n7t ' 1 5 man berticksichtigt aber 
nur den ersteren Werth, d. h. man lasst in dem vorstehenden In- 
tegrale z nur reelle Werthe durchlaufen. Aus der Gleichung (6) 

d .log z dw 1 

(lz dz z 



folgt nun 


dz 

dw 
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Nimmt man filr z eine complex© Oriiase, welche don Modul 1 hat, 
setzt man also 

z — cos cp -{- i sin < p, 
so hat man in der Gleiehung (7) 

log ^ = log r ~j- i ( p 

r — 1 und daher log r = 0 zu setzen. Deimmch ist 
log (cos cp -J- i sin <p) i cp 

und folglich 

cos ff i sin cp 

Die Exponentialfunction ist periodisch, dcnn da cincm Wevtho 
von 2 nicht bloss der Werth ?«, sondern aucli die Worthe w “-j-- 2nm 
angehdren, so ist 

w w zh 2 n 7i v 
- z = e = c , 

also andert sich e w nicht, wenn w um cin Vielfaches des Perio- 
dicitatsmoduls 2 rci verrnehrt oder vormindort wird, 

Versuchen wir nun, die Flftcho T' der s. auf oinor Ebone W 
der w abzubilden. Wir nehmen dazu am cinfachstcn als Quer- 
schnitt cine durch 0 und 1 gehendo Gorade an (Fig. 32). Nun ist 

w c=3 log V -j— i cp , 

Fig. 32. wenn 

% *esa r (cos cp i sin cp) 
gesetzfc wird. Daher sind 
log r und cp dio rechtwink- 
ligen Ooordinaten des Punk- 
tes w. Lasson wir dann z 
einen Kreis mit dem Ra- 
dius 1 um den Nullpunlct 
in derRichtung dor wachsen- 
den Winkel von a nach b 
beschreiben , so ist log r =?= 0 , und folglich ist w rein imaginilr 
und geht auf der y-Axe von 0 bis 2 ni (Fig. 38). Geht man 
'ferner mit a von a langs der linkeu Seite des Querschnittes in’s 
Unendliche, so bleibt cp ■=? 0, und log r geht von 0 durch die po- 
sitive* 1 Werthe in’s Unendliche, also beschreibt u> den positive!) 
Theil der Hauptaxe. Geht aber z von a auf der linken Seite des 
Querschnittes nach 0 , so beschreibt w den negativen Theil der 
Hauptaxe in’s Unendliche* 1st a zuerst um den Nullpunkt herura 
nach b auf die rechte Seite des Querschnittes gelangt und geht 
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dann Rings der re.ehten Seife dessolben naeli O0 oder nach 0, 
so ist w zuerst aid der y - Axe von 0 bis 2 n i gegangen und be- 
schreibt dann, da nun y> 

constant — 2 v: bleibt, eine pj ffi 33. 

der Hanptaxc pavallele Gc- 
rade, einmal nach der posi- 

tiven nnd dann nach dor TJ 

negativen Riehtnng. Den f 

beiden Seiton dos Qner- 

schnittea in T' entspreehen ^ _j 

dahor in W zwoi vevsehio- **’ 

done Lumen, dor linkon die • — 

Hanptaxc AB, dor redden 

eine dnveh 2 n i mit dev * 

Hanptaxc parallel laufonde 
Gerado CD (Fig. .‘L'D. Liisst man nun z an irgend einer Stelle 
von dor linkon Heito 0 dos Q,ucrselmittes auf cinern ICveise um den 
Nullpunkt auf die reelite Suite < l gelangen , so bleibt r und dahor 
auch log r constant , und <y> witelist von 0 bis 27 r. Folglich be- 
Bchreibt w oino dor ;//- Axe parallolc Gerado o' d' von dor llauptaxe 
AH bis 5511 dor Parallelen CD. Dura us folgt, da as alien Punkten 
?. in der ganzen unoiuirudion Aimdeluumg d<*r Flitcbo T\ in welclier 
(p nielli Ubor 2 n liinaUH wachson kann, nur soleho Punkte to ent- 
sprochen, die innerhalb dos vou den beiden Parallelen AJJ und CD 
gebildeten Streifens liegon. Die Function c vi oder z ninnnt also 
inncrlialb dieses Stroifons ihre ailnunt lichen Worthe an, und zwar 
jeden nur oinnml , denn irgend zwei vorschiedenen Werthcn von 
w — log r -j- i(f» gohfiren aiieh verachiedene Worthe von r oder cp 
und also auch verschiedeno Worthe von 

<;»’ ^ z r (cos (p -|- i sin <p) 

an. Will man die Flitelio T' begrenzen , so kann dies einerseits 
daduroh geschchen , dass man urn den Nullpunkt einen Kreis mit 
einem sclir kleinen Radius p beaehreibt; diesom entspriclit, da p 
constant bleibt, in if eine der //-Axe parallolc Gerado us zwischen 
den beiden Parallelen A B und CD, wclche sclir weit vom Null- 
putikto ontfernt auf der negativen Seite liegt. Dicse rttekt in’s 
Uncndliehc, wenn p bis zum Verachwindcn abnirnmt, also dor 
Kreis in don Nullpunkt. zusammeiisclirumpft. In alien Punkten 
dicser in’s Unendliclm gertlckten Geraden ns hat daher o w den 
Wertli Null. Audorerseits kann die Begrenzung von T' durch 
einen Kreis um den Nullpunkt mil; einem sclir grossen Radius 11 
gebildet werdon. Dioaem entspriclit in if eiue auf dor positiven 
Seite sehr weit entfernto Gerade vir parallel der //-Axe. Wachst 

Dur6ge, Il’imot, comp], Var, 8. Auil, 7 
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Fig. 32. />’ in’a llnendlidie, so riickt 

aue.ii dieso (lerade iu’s Un- 

/ endliche, mid in alien iliren 

/ "x \ Punkton inf c“' unendlich 

/ / \ \ gross. Dio Fiddle T kann 

( (*> — ^ im Unendlichun gosdilossen 

\ \ / J angciionimcti werden , damn 

\ ^ / wire! j, ;r Kj. e i s In it <] em 

. grosson Radius It durcli 

oinon kleinen Kreia itui den 
Punkt oo vertretun, wolclier 
Fiir a3 in diesen Punkt zusammen- 

selirumpft, worm H in’s IJn- 

j, ^jri p endlicho wiidist. Danu bil- 

den also die be.iden Seiten 

- tm.. </_. r. /) dos von 0 uadi qo gehen- 

| j den Quersdinittes nlldn die 

_L — Begrenzung der gcsehlosscueu 

___ Fltlclio T\ und diosor ent- 

spricht dor uadi beidon 

. — Seiten in’s Uncndlidiogdiende 

Streifen zwisdum don Par* 
allelon A B und VI). 

Lassen wir jetzt den Wuikol < p Uber 2 n liinaus waclisen, so 
setzt sich die Function w oder log z atetig fort; dann kann man 
sich den Quersdmitt wie einen VerzweigungssolmUfc donkon , fiber 
deu hinttber die Fl&che T sich in ein zweites Blatt fortsotzt. In 
diesem zweiten Blatte verliillt sich dann idles wie im orston, nur 
class in alien Punkten dessolben <jn urn 2 rr, also w um 2 n i gvdssor 
ist, als an der enfspreclienden Stelle im crstcn Blatte. Daher er- 
halt man in W einen zweiten Streifen zwischon don Paralldou CD 
und LB, wolche durcli 2 7? ri und 4 rri hindurchgehen. Setzt man 
these Betraehtung fort und wendet sie aucli auf negative Wert ho 
von (p an, so wird die Ebene W in unendlich violo parallele Strci- 
len getheilt. In jedem nimrnt die Function <s w ihre sttmmtliclieu 
Werthe einrnal an und hat in je zwei entsprechenden Punkten 
zweier verschiedoner Streifen die nitmlichen Wertlie. Auf der poai- 
tiven Seite jedes Streifens geht e w in’s Unendliche, auf der nega- 
tiven Seite aber niiliert es sich der Null. 
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Allgcmwiie Eigwisrhaftwi der Functioncn. 


§ 24 . 


Dio Grundlage 1 ‘Ur die folgenden Untersuchiuigen bildet dor , 
llberaus wichtige , iu 4 ? 20 bewiesene Satz: Wird das Integral 
f (z) ilz auf die Ilegrenzmig eines Flnehentheils ausgcdehnt, in 
welchem ,/’ (2) mir in einem Punkte 2 — a, der kein Verzweigungs- 
punkt ist, unstetig wird, imd zwar so, dass (2 - - a) f (2) sich fflr 
- £Sa a einem bestirmnle.n e.ndlichen Groimvertho /> nlihert, so ist 

j f (z) tlz ~~ 2 n ip. 

1 st nun ip 12) cine Function , die in einem Flitohentlioilo T keine 
Verzweiguugapimkto, benitzt und durin voUkotumenstetig bloibt, undbc- 
deutet t einen beliebigen Punkt dieser Fliiehe, so hat die Function 


/(») “ 


(f, (2) 


in T die in dum vorhgen Satzo vorlangten Eigensehaften. Sic wird 
our unstetig fllr z ( , und da sie ebonso wio < p (2) keine Vcr- 
zwcigungspunkto innerlmlb T besitzt, so kann 1. niemals auf einen 
aolehon fallen; fornor wird /' \ \z) fllr 2 — t so nnstetig, dass 

(» /) / (2) — - < p (2') 


sich einem heatiumiten endlichen Grenzwerthe, nilinlieh <p G), nlihert. 
Man hat also 


und daher 


| <p (z) tlz 


™ 2 n i (p (/) 


cp (t) 


1 r (p ( 2 ) <iz 

2 HI ] 2 — t ’ 


( 9 ) 


das Integral auf die Begrenzung von T erstreckt. 

Die Gtlltigkoit dieaer Gleichung isl an die Voraussetzung ge- 
kntlpft, dass die ohigen Bedingungeu orfdllt aind, dass also (p (2) 
innerlmlb T sich nielit verzweige, darin durchaus stetig sei und in 
jedoin Pnnkto / einen viillig bestimniten Worth besitze. Die 


Gleichung gilt also z. B, nieht hei der Function (p (2) ~ sin 
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an der Stellc i — 0, da die Function liicr einen bestimmten Werth 
nicht bat. Ein iUmliches Beispiel bictet die Function 

<P ( z ) = i ' 

e = + c 

in welclter c. eine Constant© bedcutc, ebenfalls fdr i — 0 dar. l)a 


e 3 unendlich gross odcr Null ist , jo nachdem 2 si oh (lurch die 
positiven oder duvcli die uegativen Wertlie der Null nilhert, so ist 

l ( 0 fiir z = — 0 


jL 

e 3 


fill’ 


0. 


“4" c 


In solclien Fallen hiirt auch die Stetigkeit der Function nuf. Lftsst 
man z. B. in dcuti zuletzt angeftllirten Falle die Variable z die 
reellen Wertlie wachsend durelilanfen, so springt die Function beitn 

Ueberschreiten des Werthes z === 0 pldtzlich von 1 nach 0 fiber. 


Wenn abev die obigen Bedingungen erfttllt sind, so wird (lurch 
die Gleichung (9) der Werth der Function cp fllr jedon Punkt 1 im 
Innern von T durch ein Integral gegeben, bei welchem die Va- 
riable c nur die Punkte der Begrenzung von T durchliluft; dieses 
Integral bat in der That ftir jeden im Innern von T liegenden 
Punkt t einen ondlichen und bestimmten Werth und iindert sich 
stetig mit l. (S. unten.) Denkt man sich nun die Function cp (~) 
nicht durch einen Ausdruck, sondern durch iliro Wertlie fdr allc 
Punkte eines gowissen Gebietes gegeben, so folgt aus der vorigen 
Gleichung- , dass wenn die Function nur fllr alle Punkte der Be- 
grenzung von T gegeben ist, sie ftlr jeden Punkt im Innern von T 
ebenfalls ermittelt werden kann und dalier im Innern von T, wo 
sie nicht uustetig werden und sich nicht verzweigen soli, nicht 
melir willktirlich angenommen werden darf. 


Mat eine Function cp (z) an der Begrenzung von T tiberall 
den constanten Werth C, so erhillt man aus (9) 


cp ( t ) 


i-f 

im) 


Cdz 

z—t 


c r dz 

'Uni is — f ’ 


Dieses Integral behalt aber seinen Wertli , wenn man die Integra- 
tionscurve durch einen 11 m t beschriebenen Kreis ersetzt. Dann 
hat man (§ 20) 



2 ni ; 


inithin wird ftlr jeden Werth von t 

I1S32-C 
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( P (t) = a 

1st also eine Function in einem Gebiete T Iibcrall stetig und ein- 
itndrig , und liat sic an dor Begrenzung von T den constanten 
VVertli (', so ist sio aucli im Innern von T iibcrall constant 
gleich C. 

Es folgt fern or aus (9) durch Differentiation nach t 


V G) 

cp" (n 

cp"(h 


<p{*) 

71 i] ( z~ty * 

(p[z) 


riz 


j,l. • 

2 71 % J (z 

ajlf */>( 

Ini) (s- 


0 3 

(®) 

0* 


dz 


i f ) G' J (y) 


. 3 ,..n f 

27,i J 




y.(«) 

- /) n -|- l 


di 


(10) 


Alio dicso Integrale crstrcckcn sicli auf die Begrenzung von 7\ 
clrther verrelivvindot in ilnien menials ~ — t. Bedeutet also h irgend 
eine positive ganze Zahl, so ist 

l 

l’tlr jcden in Betracht kommendcn Wertk von i endlich und lindert 
sicli stetig mit t. ■ Dasselbe gilt, wenn der vorige Bruch mit irgend 
einem von t unabhlingigen Wertlie <p CG multiplicirt wird , es gilt 
also auch von der durch das Integral 

i <P (») dz 

) 

dargesteilten Summe, bei welcher z nach und nach alle an der 
Begrenzung von 7’ stattfiudenden Wertlie anzunehmen hat. Dem- 
nacli sind alle die vorigen Integrale , so wie auch das in (9) ent- 
lialtene inuerhalb T endliche und stetige Functionen von i.*) 
Hieraus folgt der Satz: Wenn eine Function in einem Ge- 
biete keine Verzweigungspunkte besitzt und dariu 
endlich und stetig ist und nirgend unbestimmt wircl, 
so sind auch alle i h r e Derivirten in d c m s e l b e n Ge- 
biete endliche und stetige Functionen. 


*) C. Neumann, Vorlesungen iiber Riemami’s Theoric der Abel’sclieu 
Integrale, pag. 91 . 




Hieraus folgt, class die reellen Bestandtheilo der Function <p im 
Punkte t Mittelwerthe aus alien ringsherum liegenden benachbarten 
Werthen dieser Bestandtheile siucl. Es muss also «„ grosser als 
ein Theil, und zugleich kleiner als ein anderer Theil dieser Nach- 
barwerthe sein. Dasselbe gilt von w 0 , und da clas Niltnlicho in 
jedem Punkte des Gobietes T stattfindet, so haben dio reellen Be- 
standtheile der Function cp in keinem Punkte von T einen Maximal- 
oder einen Minimalwerth. 


§ 25. 

Mit Hiilfe der Gleichung (9) kanu die Function cp in eine 
convergirende Reihe entwickelt werden. Man beschreibe urn einen 
beliebigen Punkt a des Gebietes T einen Kreis , der nocli ganz in 
dieses Gebiet hineinfallt, und also nocb nicht ganz bis an den zu- 
nkchst an a gelegenen Unstetigkeitspunkt oder Verzweigungspunkt 
hinanreicht ; diesen Kreis nehme man als Integrationscurve in der 
Gleichung (9). Dabei kann der Punkt a so gewtlhlt werden, class 
der Kreis einen mOglichst grossen Theil des Gebietes T umfasst. 
.Nun ist fttr jeden im Inneren des Kreises liegenden Punkt t ■ 
mod (z — a) )> mod ( t — «) 

(Fig. 34), da » bei der Integration nur Punkte cler Peripherie des 
Kreises durchlauft. Man kann aber schreiben 
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■a — {l — a) 


mid diesen Bruch, weil 


ist, in die convergirende Roilie 

- ! i 4 . •).* _l »-«?* . . | 

x — t s—a ( ‘ s — u 1 (s—o)* ' (z — a) : < < ‘ '*} 

entwickeln. Snbstituivt man diese Reihe in (l) '), so erlu'ilt man 

+ "~ tt) + j ( ll ) 

und dies ist niclits anderes als die Taylor’ sc lie Reihe; denu 
nach (9) ist 

1 l 9 »(*)'fc A 


cp 00 {a.) 
2.3 


7 / / 1 2 — e 


und nacli den Gloiehungen (10) 


l i <p (s) dz _ _ 
'j 7 < /' J (2 — rt)«-T 1 


also or halt man 


(p (t) z=s cp 


(a) -|~ (i — o) (/’' if/') -j- (i — 0)2^ .r a ) _J_ (1 — a)'^ c -| (14) 


Diese Ableitung der Taylor’schen 

Reihe hat den Vortheil, dass sic rait 1<lg - 34- 

Bestimmtheit erkeimen lifsst, wie weit v 

sich die Convergonz dicser Reihe er- \ 

atreckt: nainlieh auf alle Rankle t. / ( \ \ 

welche von a woniger weit entfernt / \ * \ } 

sind ?> als der niichste Unstetigkeifs- J 

punkt oder Verzweigungspunkt. I11 ' / '\/' _ _Ls 

Fig. 34 Bind drei solcher Punkte K 

(lurch Kreuze angedeutet worden. I 

In der Reihe (11) Bind zwar i ^ ' ' j 

ursprtlnglich alle Intcgrationeii kings \ J 

des Kreises um a zu nchmen ; aber \. / 

da die Punctioncn ^ ^ 

<P (=9 <P f~) 9»(s) 

z-a' (z — a)*' (z~a)-> ’ L U 

bis an den Punkt a heran endlich und stetig bleiben , so koniien 


1 etc. 
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die Integrate auch langs eines beliebig kleinen run a beschriebenen 
Kreises genommen werden, olme ihre Werthe zu ttndern. Wenu 
daher die Function <p durcli ihre Werthe in cinem beliebig kleinen 
endlichen, den Punkt a enthaltenden Fktelienstttcko gegeben ist, so 
sind dadurch alle jene Integrate, niithin alio Ooefficienten dev con- 
vergirenden Reihe bestimmt, und folglich kann der Wevth der 
Function ftir jedeu Punkt im Iunern des grossen Kreises eranttelt 
werden. 

Ist nun a y ein Punkt, der nocli im Innern dieses Kreises liegt, 
so ist also jetzt y (t) sowohl in «, als auch in dotn ilin zuntlcliBt 
umgebenden Fklchentheile bekannt. Beschreibt man dawn um «, 
einen Kreis, der nocli alio Unstctigkoitapunkto und Verzweigungs- 
punkte ausserhalb liisst (Fig. 34), so kann </> (i) fill* alio Punkte 
dieser Kreisfklche in eine neue Reihe entwickell werden. Filhrt 
man so fort, so sieht man, wenn die Function c/i (t) nur iuncrhalb 
eines beliebig kleinen cndlichon Tlieilos oines Gebietcs T gegeben 
ist (oder eigeutlicli nur kings einor beliobig kleinen goschlossonen 
Linie),- dass sie dann schon in deni ganzen Gebietc 7', in wolehom 
weder ein Unstetigkeitapunkt nocli ein Venswoigimgspunkt liogt, be- 
stimmt werden kann. 

Dasselbe gilt, wenn die Function rp (t) nur kings oilier beliebig 
kleinen endlichen von a ansgehenden Linio gegeben ist. Ist dies 
n£mlicli der Fall , und bezeiclinet man die stetig tiuf cinander fol- 
genden Punkte dieser Linie mit a, b, c, d, etc., so ist 

9 (a) =» Inn ; b __ (( , 

also bekannt, wenn (p (a) und p (A) bekannt siud. Ebenso ist 

9 GO = km - c ~~ t 

wodurch (/ (A) bekannt wird. In dieser Weiso kdnnen die Werthe 
der Derivirten c/ (/) ftir alle Punkte a, A, c, (/, etc. gofunden wer- 
den. Alsdanu ist 

9 "(a) _ Urn fM-f'SV 
>/'(«) = lim 

u. s. w., sodass auch die zweiten Derivirten bekannt sind. FUhrt 
man in dieser Weise fort, so kbnnen die Werthe allor Derivirten 
ftir den Punkt a , also auch alle Coefficienten der Reihe (14) be- 
stimmt werden. Man erhfilt also ftir jeden Punkt a x innerlnilb des 
ersten Kreises rp (%) dnreb eine convergente Reihe ausgedrUckt. 
Durch, Differentiation derselben ergeben sich dann auch die Werthe 
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der Derivirten </ (a { ), <p" (o.j) etc. Kennt man dann die Werthe 
der Function </> (/) mid ilirer Derivirten fflr den Punkt o u so kOnnen 
dieselben Grdssen t'iir jeden Punkt des zweiten Kreises durch con- 
vergente Reihen ausgedrttckt werden, u. s. f. 

Aus dein Vorigen folgt der Satz : E i n c Function e i n e r 
complexen Variablen, welche in einem beliebig klei- 
nen o n d 1 i c h e n T h e i 1 e ders-Ebene g e g c b e n i s t , k a n n 
cl a r 11 b e r h i n a u s n u r a u f e i n e W e i s e stetigfortgesetzt 
werden. 

Als einen speciellen Fall dieses Satzes heben wir bervor : 
Wenn c i n e Function in o i n e m e n d 1 i c h e n beliebig 
kleinen Tlioilc des Gobietos T constant ist, so ist 
sie iibcrall in T constant. Denn ist sie in einer kleinen 
Flaclie, die den Punkt a entliall, constant — C, so nehme 
man in den Gleichungen (12) und (131 als Integrationseurve 
einen innorhalb dieses kleinen Flachentheils liegenden Kreis um a 
und sotzo 

2 — a = r (cos ty -j- i sin 5), 
dann folgt aus (12) 


<P («) = 


2 71 2 7 ( 

i‘- J «*» — ~ J — c; 
0 0 


weil cp (z) in alien Punkten der Peripherie des Kreises den Werth 
C besitzt. Ferner wire! aus (13) 


( p(») (a) 
2.3.. ,n 


2 n 


iS 


c Id' — ~ -- 1 (COS 
(2 — a ) n 2 7i rn J 

0 


id — i sin nd) d&, 


und dieser Werth verschwindet, weil ftir jeden ganzzahligen von 
Null verschiedenen Werth von n 

I in 2n 

| cos nd-dd- — 0 und 
0 0 

ist. In der Reihe (11) wird also (a) — C, und alle tlbrigen 
Glieder verschwinden , daher ist fflr jeden Punkt des Convergenz- 
kreises y ( t ) = C. Setzt man nun die Function in der oben an- 
gedeuteten Weise fort, so bleibt (f (t) tiberali constant = C. 

Dasselbe gilt, wenn c/> ( t ) Rings einer beliebig kleinen end- 
lichen Linie constant ist. In diesem Falle sind bei Anwendung 
der obigen Bezeicknung die Werthe y (a), y ( b ), <jp (e), etc. allc 


sin nd dd — 0 






m 
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gleich C, und folglich verschwinclen wieder iille Derivirten </>' («), 
fj p" (a), etc., und damit alio Coeflicienlen tier Reihe (14) mit Aus- 
nahme des ersten , weleher — 0 ist. Es gilt also dasselbe wie 
oben. 

Aus dieseai speeiellen Satze kaim wieder dor vorlicrgohende 
allgemcinere abgeleitet werden. Weim liiimlieh zwei Funetionen 
(j) (t) und ij> ( t ) in einem beliebig kleinen Flitelieii- oiler Linientheile 
in ibven Werthcn ilbereinalinunen , so ist in diesem Thoilu die 
Function <p (/.) — (/' (0 constant gleich Null; Iblglicli ist diese 
Function iiberall gleich Null, d. h. es ist ilberall i// (/) = </> (/), 
und daher kann die Function <y> ( t ) von deni TJieilo aus, in dera 
sie gegeben ist, nicht auf zwei verscbiodene Wcisen fortgesetzt 
werden. 


Wir gelien nun zur Entwickelung oilier Function innerhalb 
eines Gebietes ttber, in dem auch Unstctigkeitspunkto dor Function 
liegen, scbliessen aber Verzweigungspunkte duvon aus. Wir wollen 
bier nur den Fall behandeln, class die Function gar keino Verzwei- 
gungspunlde besitzt, und konnen in diesem Falle das Gebiet auf 
die ganze unendliclie Kbene ausdehuen. 

Seieu a lt « a , « ;J , etc. die 
' ^ ' ' Funkto innerhalb T, in donen 

c/) G) unstetig ist. Wir logon 
erstlich utn don Nullpimkt oinen 
\ Kreis (/) mit dem Radius A', 

^ \ weleher alio diese Funkto um- 

\ giobt (Fig. 35); ausserdem urn 

( .a ^ jeden dor Funkto o u « 8 , « 8 , 

V I etc. cinen kleinen Kreis (VI j), 

/ (Via), (.4 3 ), etc., resp. mit den 

/ Radien »■[, n a , r 3 , etc. Alle diese 

/ Kreise (/J) und (/) zusammcn- 

gonommcn bilden claim die Be- 

grenzimg eines Gebietes l/, innor- 

lialb dessen <p [t) stetig ist. Flir 
jeden Funkt t ira Innern von U ist daher (§ 24) 


2m ] z — l. 1 


das Integral auf die gauze Begrenzung von U ausgedehnt, Das- 
selbe zerlegt sich in so viele Theile , als Begrenzungssttloke vor- 
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handen sind. Wir bezeicknen die auf die letzteren, also auf die 
Kreise (i), (J ( ), (yl 2 ), (yJ 3 ), etc. sammtlieh in der positiven Re- 
grenzungsrichtung (§ 17) erstreckten Integrate durch 7, A ly A it 
etc. nnd haben dann 

9 (0 — 1 “f" -j- ^2 • 

Dann wivd der Kreis (7) in der Richtung der wachsenden Winkel, 
jeder der Kreise (dy.) aber in entgegengesetzter Richtung durch- 
laufen, folglich ist, wenn man jetzt aile Integrationen in der Rich- 
tung der wachsenden Winkel ausfiihrt, 


(p ( z ) dz 

~T~T 


Setzt man dann in 7 


und in A> 


li (cos 6 ■ -(- i sin >7 ), also 


so kann man auch schreiben 


■i'l 2 7C 

A L 

2 n J z — t ' 2 n J z — 


Nun liegt t immer innerhalb der von (7) begrenzten Kreisflache ; 
daher ist bei 7 ftlr jeden Punkt / 

mod 2 O mod t , 

folglich kann — - nach steigenden Potenzen von — in eine con 

Z — t z 

vergirende Reihe entwickelt werden. Man crhftlt namlich 

‘■“ 1 +i+5+§+ ■ 


A iZ Jl Z 7| 

} j 9 0) du + / j 2g> m + <« J 2^ d.t + j 


7 = Q — j— (J t — | — (J i ^ — j— y 3 — j— . . . . j 

wenn man der Kflrzc wegeu 
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Q 


'in) 


S, -J 

U 

‘ 2n 3 


cp{z) 


d!) 


setzt , das Integral auf clen Kveis (/) nut dem Radius R in dev 
Kiehtung dev wachsenden Winkel evstreckt. 

Jedev Punkt t des Gebietes U liegt fevner ausserhalb allev 
von den Kveisen (A k ) begrenztco Kreisfllichen. Dalier ist in jedetn 
Integvale A k 

mod (t — a k ) > mod (a- — a /A, 

folglich kann nach steigenden Potcnzen von ^ 7 d. li, 

naeh fallenden Potenzen von i — a k in eine convorgiroude Reihe 
entwickelt wevden. Dann erliiilt man 


also 


ak 
- L 


z — ak 
z—T 


z — a k 

■ak — (l — ate) 


z a/c 
l — (tic. 


z — ak 
l -- ak 


z — ak , {z — a k)' x | (a— «A <) 3 i 

' V / — ' (*— a*) 8 .”*" 


l — au 1 (l — a/c) 
und duveh Substitution in /!/< 

2 n 


271 


A/c 


— L J — ! — C 

2 n \ l — a k J 


(a ■ — a / ( ) (j p (a) d 3 -|- 


(A 


-’«*)* J 


(z — a / i: V 2 </> (a) ({ft 


2n 

4- - ( r-W 3 J ( ~ ~ " tY * w M +. 

o 


oder 


.4;.. 


C/c 




C/c 


4 


C/c 


t — ak ' (t — a/c) 2 1 {l — ak) n 

wenn man dev Ktivze wegen 


.. _|_ 


2 71 


(p) 


C/c 


-A 


(z — a k ) y (z) dO- 


setzt. Durcb Substitution diesev Reihen erh&lt roan nun voll- 
standig 


--j --- ~ ' 
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</>( t) — Q -j- O' t -j- Q'' -|- Q'" L 3 -}- -}- (K»0 t m _j __ J . 

_| Cl j fC L .... 4 c Jll I L 4 J 

‘ t — a,~ (< — o,) a « (f — a ,) 3 “ ‘ o — ' ~r- l ij 

+ i+(7--^r> H 1- (7^ H 

4- 4 — i 


+ r~a4.+ (T?S)i+ C^iji H 1- 

+ : 


5 4 — 


d'f, auf (7) erstreckt 


Weun im Inneren ties Kreiscs (7) keine Unstetigkeitspunkte « 
vorhanden sind, so fallen aus der Gleichung (15) die Reilien 
A/, heraus. Die tibrig bleibende Reihe 

( j) (t) — q 4~ Q 1 4~ V ^ 4~ — 4- Q (m)tw 4 — (17) 

ist dann die Mac-Laurin’sche mid enistebt ans der Tay 1 or’sehen, 

§ 25 4 4 )? wcnn nian davin a — 0 setzt. In der That hat man 
dann nach (1 3) § 25 

(p( m ) (0) 1 t cp(z)dz 

2 . 3 ... m 2 ni j + 1 

Bezieht man aber dieses Integral auf den Kreis (J) und setzt dem- 
gernkss — — id 9, so erhiilt man 


cp ( »o (0) i r 

2 . 3 . . ,m 2 n J 


f p (Z) (Id- 


— Q r "‘>. 




Siebenter Absdmitt 


■Hebei* das uuendlieh gross und unendlich klein Werden 
tier Fundioneii. 

§ 27. 

Wenn eine Function in emem Punkte z — a , von deni wir. 
zuniichst annehmen wollen , dass cr kein Verzweigungspunkt sei, 
eine Unterbreclmng dev Stetigkeit erleidet, so kann dies, wio sclion 
pag. 100 envahnt wurde, dadmch gesehehen, dass die Function in 
dem Punkte a verschiedene Wertlie erliillt, wenn die Variable sieli 
demselben von verschiedenen Seitcn her lifthert. Kann durch den 
Punkt a eine Linie man so gelegt werden, dass die Function anf 
dem Wege m a in a einen andeven Werth erlnllt, als auf dem 
Wege na, so springt die Function, wenn z auf der Linie man den 
Punkt a tiberschreitet, pldtzlich von dem ersteren zu dem lotztoren 
VVerthe iiber. Wir haben pag. 100 ein Beispiol liiefdr gegeben, und 
in dem angefilhrten Falle sind die VVerthe, zwischen denen der 
Sprung stattfindet, beide endlich. Es kann aber auch der Fall 
eintreten, dass einer von ihnen uneudlich gross ist. Dies tritt z. B. 

i 

bei der Function e's ftlr 2 = 0 ein; lksst man die Variable z auf 
der Hauptaxe (die reellen Wertlie durchlaufend) von dev negativen 
Seite nacli der positiven den Nullpnnkt tlbersehreiten, so springt die 
Function von 0 nach ao tlber. Fine Unstetigkeit der letzteren 
Art kann aucli fttr einen unendlich grossen Werth der Variablen 
statt haben, wie z, B. bei e ? , welclies unendlich gross oder Null 
wird, je nachdem 2 durch die positiven oder durch die negativen 
Wertlie in’s Unend liclie geht. 

Eine Function wird aber in dem Punkte a aucli dann unstetig, 
wenn sie in ihm stets unendlich gross wird, von welcher Seite her 
die Variable sich ihm auch immer liahern mbge. Diese Art, von 
Unstetigkeit ist ftlr uns besonders wichtig, und mOge nacli dem 
Vorgange von C. Neumann eine po.larc Unstetigkeit genannt wer- 
den. Man kann sie aucli so deiiniren , dass man sagt : Eine 
Function (p (z) erleidet in dem Punkte z — a eine polarc Unstetig- 
keit, wenn sie in demselben so unstetig wird , dass die reciproke 

Function an dieser tStelle vollkoramen stetig ist.*) Denn wenn 

*°) C. Neumann, Vortesungen iiber Rlcmanu’s Tbcorie der Abel’selien 
Integrate, pag, 94. 
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Ill 


dies dev Fall ist, so muss ---- - — 0 und <v (a) = co sein, sonst 

’ rp ( a ) ' ’ 

wilrde 95 (s) in a niclit nnstetig werden ; es muss aber ip («) un- 
endlich gross sein fur jeden Weg, auf dem die Variable s sicli dem 

Punkte a nilhert, sonst erhielte aucli — niclit. auf iedem dieser 

* (p {CD 

Wege den Werth Null und wiirde niclit stetig sein. 

Die letztere Definition einer polaren Unstetigkeit Ilisst sich 
aucli sofort auf den Fall ausdelmen, dass der Unstetigkeitspunkt a 
ein Verzweigungspunkt ist. Zu bemerken ist nur, dass in einem 
solchen niclit notliwendig a lie Werthe, deren die Function ftir s — a 
filing ist, uneudlich gross zu werden brauchen, sonderu nur irgend 
eine Gruppe unter ihnen. 

Wir werden una nun im Folgenden lediglicli auf die Betrach- 
tung polarer Unstetigkeiten besclnanken ; wir werden nur solclie 
Flilclientlieile zulassen, in denen eine Function keiue anderen als 
polare Unstetigkeiten annimmt, und wenn wir die Untersuchuug auf 
die ganze unendliehe srFl&ehe ausdelmen, so werden wir aus- 
schliesslich nur seiche Functionen betracbten , die tlbrigens stetig 
bleiben und nur in einzelnen Punkten polare Unstetigkeiten er- 
leiden. Wenn wir in der Folge sagen, dass eine Function in einem 
Punkte nnendlich gross wird , so soil darunter immer verstanden 
werden, dass in dem betreffenden Punkte eine polare Unstetigkeit 
eintritt. 

Die nahere Untersucbung der polaren Unstetigkeiten oder des 
uneudlich gross Werdens der Functionen maclit es aber noting, 
diejenigen Functionen , welclie keine Verzweigungspunkte besitzen, 
von den tibrigen zu trcuncn und zuerst abgesondert zu betrachten, 
sowolil weil sie die Grundlage fair die Untersucbung der tibrigen 
bilden , als aucli weil sie vor den tibrigen einige ausgezeichnete 
Eigeuschaften voraus haben. Dock gelten die Stitze , die sicli nur 
auf endliclie Fliichentlieile bezielien, auch von den mit Verzwei- 
gungspunkten behafteten Functionen, sobald nur in dem zu beriick- 
sichtigenden Flilclientlieile keine Verzweiguugspunkte der Function 
liegen. Die Functionen olme Verzweigungspunkte sind die eindeu- 
tigen Functionen. Nacli deni gewblmliehen Spraehgebrauche werden 

zu diesen aber auch diejenigen gereebnet, welehe wie die oben 
1 

angeftlhrten , z. B. e'T zwar im Allgemeinen ftir jeden Werth der 
Variablen nur einon Werth besitzen, in einzelneu Punkten jedoeb 
rnehr als einen Werth annelimen konnen , wenn die Variable sich 
einem solchen Punkte auf verschiedenen Wegen nahert, und dadurch 
eben eine niclit polare Unstetigkeit erleiden. Da die letzteren aus- 
geschlossen werden sollen , so miissen auch die erwiihnteu Func- 
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tionen ausgeschlossen oder doeli nur innerhalb soldier FUlchenthcile 
betraclitet werden, in denen Punkte der beregten Art niclit vor- 
kommen. Da die Function innerhalb nines soldien Flachentheils 
dann fttr jeden Punkt ohne Ausnalime nur einen entweder end- 
lichen oder unendlich grossen Werth besitzt, der unabhiingig ist 
von dem VVege, anf dem die Variable zu dem Punkte gclangt, so 
wollen wir die Function innerhalb eines soldien Flachentheils ein- 
werthig nennen, und tlberhaupt soil eino eindeutigo Function, die 
keine anderen als polare Unstetigkeiten besitzt, cine einwerthige 
Function genannt werden. Nach diesen Definitionen gilt dann die 
Bigenschaft, dass eine einwerthige Function nur da- 
d u r c h u n s t e t i g werden kann, dass sic unendlich 
gross wird. Wir betracliten also nun die Functionen zunilchst 
nur in soweit sic einwerthig sind. 

A. Functionen ohne Verzweigungspunkte. Einwerthige 
Functionen. 

§ 27a. 

Wenn cine einwerthige Function cp (z) fttr irgond einen Werth 
a = a endlich bleibt, so niihert sicli das Product (s — a) r/> (z) fttr 

z = a der Null. Wir zeigen nun zuerst, dass auch das Umgekehrtc 

stattfindet. Nehmen wir zunllchst nur an, dass das Product 
(z — a) cp (z) in dem Punkte z = a uicht unendlich gross werde; 
dann ist dies Product eine in a stetige Function, und ilire Werthe 
konnen daher nach § 25 (14) fttr alle in der Ntthe von a liegende 

Punkte durch eine nach Potenzen von z — a fortschreitende Reihe 

dargestellt werden. Sei 

(l)(z — a) cp (z) = c 0 -f- c t (z — a) -f- «) 2 + («— -a) 3 -| 

dann ist offenbar c 0 der Werth , den das Product (z — a) cp (z) 
fQr z — a hat. Hieraus folgt 

9 (z) — c i — }~ H ( z — «) + c a ( x “ a ) 2 ' • ‘ ? 

mitliin ist cp (z) fttr z — a unendlich gross , so lange c 0 von Null 

verscbieden ist. Flat aber c 0 den Werth Null, d. h. ist 

[lim (z — a) cp (z)] = 0, 

x = a 

so fallt aus der Reihe (1) das erste Glied fort, es bleibt 

9 ( 2 ) = c \ + c 2 (* — a) + ^3 (s — «) 2 + * * • » 

also ist dann die Fuuction cp (z) in z — a endlich , und da sie 



Absclin. VII. A. Eitnverthige Functionen. § 28. 113 


einwerthig ist, auch stetig. Demnach haben wir den Satz : Die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafttr, dass 
eine einwerthige Function in einem Punkte s = a 
e n d 1 i c h und s t e t i g b l e i b t, ist 



§ 28. 

Wenn eine einwerthige Function furkeinen end- 
lichen oder nnendlich grossen Werth der Variablen 
unend lich gross wird, so ist sie eine Con stante. Man 
kann in diesem Falle die Function cp ( t ) in eine nach Potenzen 
von t fortsehreitende Reihe cntwickeln und erhUlt nach § 26 (17) 

9 (0 = Q + Q' t -f- <?"* 2 H — + Q (m) t ,n -) — , 

worin 

2 n 

Q(’“) = ~ ( d9- 

2 n J z»‘ 

0 

ist, das Integral auf einen Kreis um den Nullpunkt erstreckt. 
Diese Reihe bleibt noch giiltig, auch wenn der Punkt t sich in’s 
Unendliche entfernt, da cp ( t ) der Annahme nach fflr alle Punkte 
end lich und daher auch stetig ist. Man kann demnach auch den 
Integrationskreis in Q( m ) sich in’s Unendliche ausdehnen lassen. 
Werden aber darin alle Werthe von z nnendlich gross, so ver- 
scliwindet Q( m ) fiir jeden Werth von. m mit Ausnahme von m = 0. 
Man hat also 

Q — Q" — Q"' =.... = 0, 

und die Reihe reducirt sich auf ihr erstes GJied , sodass die 
Function ftir jeden Werth von t den constanten Werth Q besitzt. 

Man kann den Beweis dieses Satzes auch auf die Gleichung 
(9) § 24, n&mlich 

/ A i 1 9 ( 2 ) dz 

stutzen. Denn bezieht man dieses Integral auf einen um den Null- 
punkt beschriebenon Kreis, so kann man diesen wegen der ange- 
nommenen Eigenschaften der Function cp ( t ) sich in’s Unendliche 
ausdehnen lassen. Setzt man demgemiiss 
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Wfichst nun der Radius des Kreises in’s Uncndlicho, so werden in 
dem Integrate alle Werthe von z unendlich gross; duller ver- 

schwindet — , und das Integral reducirt sich auf den obigeu von t 
nnabhangigen constanten Worth 


Q 


- f 


cp (z) dfr. 


Anmeikung. Dei' letztere Bewois erlaubt, don vorliegonden 
Satz auf den Fall aiiszudelmcn, dass die Function cp (/) nicht inehr 
einwerthig im Sinnc des § 27, aonderu oindeutig nach dem go- 
wdhnlichen Sprachgcbrauclie ist, d. h. wenn das Vorhandcnsein 
emei nicht polaien Unstetigkeit nicht von vorn herein ausgescli lessen 
ist, wenn die Function nur nirgend unendlich gross wil'd, also an 
einer etwa vorhandenen Unstetigkeitsstello a ein Sprung nur zwi- 
schen endlichen Werthen stattfindet. Alsdann hat hiimlich das 
I roduct (z a) cp (z) in a den Worth Null. Schliesst man nun 
den Pimkt a durch emen kleinen Kreis aus, so gilt die Gleichung 
U) jedenfalls fur das Gebiet, welches von diesem kleinen und dem 
um den Nullpunkt beschriebenen grdsseren Kreiso begrenzt wird 
mid das Integral ist auf jeden dieser beiden Kroise za orstreeken' 

ategrauT abOT “ d0 “ ZWe ‘ te ” a " f de " Kre ' 9 “ bt > z0 g™0“ 


dz 

z — a 


so erhiilt man Gir dieses den Ausdruck 


-L [ (1 -« ) <P (2) /Q, 
2 71 ) ~~z~t dth 


Dieses Integral verschwmdet daher zugleich rait dem Radius des 

MifhtrT da 7 (z) sich fUr ~ = o der Null nahert. 

austren b E UCht 10 G eicbUQg W das Integral bloss auf den 
Ausseren Kreis ausgedehnt zu werden, und dann erleiden die obigen 

Schlussfolgerungen kerne Aenderung. Der Satz erfiihrt auch keine 
Ausnahme durch die Zulassung des Falles, dass cp (,) verschiedenen 
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Werthen sicli nahert, wenn 3 in verschiedenen Richtungen sicb in’s 
Unendliche entfernt, wenn nur diese Werthe alle endlich sind. Denn 
wenn auch in dem Integrale (2) die Function cp (z) in verschiedenen 
Punkten des unendlich gross zu denkenden Integrationskreises ver- 
schiedene, aber immer endliche, Werthe besitzt, so hat dieses In- 
tegral dock einen von t vdllig unabhangigen constanten Werth. 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar : Wenn eine ei n wer- 
th ige (oder eindeutige) Function nicht eine Con- 
stante 1 st, so inuss sie noth wend ig fur irgend einen 
endlichen oder unendlichen Werth der Variablen un- 
endlich gross werden. 

Weiter folgt: Eine ein werth ige (oder eindeutige) 
Function muss fur irgend einen Werth der Variablen 
den Werth Null annehmen. Denn wird ( p (z) nirgend gleich 

Null, so wird — •* — nirgend unendlich gross, also ware — eine 
<pi z ) <P 0) 

Constante, und daher auch cp (z). 

Endlich: Eine ei n werth ige (0 d er ei n d euti g e) Func- 
tion muss mindestens einmal jeden beliebigen Werth 
k annehmen konnen. Denn ware cp (z) nirgend — k, so ware 
cp (z) — k nirgend gleich Null , also eine Constante , und folglicli 
auch cp (2) eine Constante. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, wie diese Satze eine 
Harmonie in der Functionenlehre herstellen, die bei Ausschliessung 
complexer Werthe der Variablen nicht stattfindet. Beriicksichtigt 
mah bloss reelle Werthe der Variablen, so wird z. B. die eindeu- 
tige Function cos z nicht unendlich gross und nimmt nicht jeden 
beliebigen Werth an, sondern nur die Werthe zwisehen — 1 und 
-|~ 1. Es findet bier eine gewisse Analogie init den algebraischen 
Gleichungen statt. Bei diesen bleiben auch die Fundamentalsatze, 
dass jede algebraische Gleichung eine Wurzel haben muss, und dass 
jede Gleichung nten Grades n Wurzeln hat, nicht allgemein richtig, 
wenn man nur reelle Wurzeln beriicksichtigt. Daher hat man in 
dieser Disciplin seit langer Zeit die eomplexen Wurzeln stets mit 
betracbtet. Es zeigt sicli nun der grosse Werth , den die Ein- 
ftlhrung der eomplexen Variablen fiir die Functionenlehre hat, da 
auch liter gewisse allgemeine Satze gelten , die bei Ausschliessung 
complexer Werthe der Variablen nicht mehr allgemein richtig bleiben. 


§ 29 . 

Wir verstehen unter cp (z) nun wieder eine einwerthige Func- 
tion. Wenn das Product- (z — ci) cp (z) bei unendlicher Annaherung 
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des 2 an den Punkt a nicht mein* gegen die Null convergirt, so 
wird cp (2) ftir z = a unendlich gross. Wir wollen nun aber an- 
nehmen, dass es eine Potenz yon 2 — a mit einem ganzen oder 
gebrochenen Exponenten p, gabe, fiir welchen 

(2 — a)P cp ( z ) nicht unendlich gross 
werde an der Stelle z = a. Bezeiclinet dann n die grdssto in pi, 
enthaltene ganze Zahl, sodass 

n ^ fJt> <f n -f~ 1 

sei, so ist 

lim (2 — a) n + 1 cp ( z ) — lim (2 — os) w -h 1 — (s — a)< a cp (2) = 0 , 

weil n -f- 1 — fj, positiv ist. Alsdann ist nach § 27 a 

(2 — a)” cp ( 2 ) 

eine Function, welche fiir 2 = a endlich bleibt. Bezeiclinet c(”) 
den endlichen Grenzwerth derselben fUr 2 = a, so iBt nun 

(2 — a) n cp ( 'z ) — cl n ) 

eine Function, welche far 2 = 0 verschwindet, und folglich bleibt 
wieder nacli § 27 a 

(2 — a) n ~ 1 cp (2) ~ C — — 

2 — 0 

fiir 2 = 0 endlich. Bezeichnet dann den endlichen Grenz- 

werth derselben , so verschwindet 

(2 — o) n “ J cp (z) c( n ~ l ) 


fttr 


,und folglich bleibt 

( 2 — - a) n ~~ cp (z) - 


cO*~i) 


(2 — a) 2 z — o 

an der Stelle 2 = 0 endlich. Fahrt man in dieser Weise fort, so 
gelangt man endlich zu einer Function 

C(>0 c(»~ 1) c(«— V 


cp (z) • 

(z — a)n (2 — o)«-i (2 — (l)n — 2 

welche fiir z = a endlich und daher auch stetig ist. Setzt man 


c 

(*—«)“ 


cp(z) 


_C CJ c" c(n) 

2 — 0 (2 — O ) 2 (2 — 0)3 (z — aj'n 

so bedeutet 1/1 (2) eine fiir 2 = 0 endliche und stetige Function, 
und man erhS.lt, wenn noch der Kttrze wegen 


( 18 ) 4 - 

gesetzt wird, 


(2 — 0): 


4 \--£tL. = A 


Absehn. VII. A. Einwerthige Functioned § 29. 


117 


wobei 


ist. 




cp (2) = 

= A -j- if) 

1 

</'0 = 

lim (2 

— a) n cp 

(*) 

c (n-l) = 

lim £ 

(z — a) n - 

- 1 cp (2) — 


lim £ 

(2 - ay- 

-2 cp (2) — 




U. s. W. 

Wenn nun die endliche 

Oonstante 


( 1 ' 


eW 

2 — OJ 
c( n ) 


[Z — a) z 


c(n- 

z — 


hat, wenn also in dem Ausdrucke A das Glied 


c(n) 


nicht fehlt, 


{ z — a) n 

d. h. wenn 

li m (z — a) n cp (z) w e d e r Null n o c h u n e n d 1 i ch 

ist, so sagt man: die Function cp (z) wird fur ® = « un- 
endliclv gross von der » ten Ordnung. Dann ist aber ur 
ieden gebrochenen Exponenten ft, diese Bedingung nicht erfmlt, 
sondern lim (2 — ay- cp {z) wird entweder Null Oder unendlicb ; 
denn ist, wie wir ursprtinglick annahmen, ft, », so ist 

lim (2 — of cp (2) = lim (2 — a ) u ~~ n ( z — a ) n V ( 2 ) ““ °’ 

ist aber ft, <C so ^ 

(z— a) n cp {z) 

lim (2 — a)' c cp (2) = lim 


00 


(2 — a ) n —P 

Foklich kann cp (2) nicht von einer gebrochenen Ordnung unendlich 
werden, und wir erhalten den Satz: Wenn eine einwerthige 
Function tiberhaupt von einer endlichen Ordnung 
unendlich wird, so kann sie nur von einer ganzen 

Ordnung unendlich werden. 

Der Ausdruck (18) fiir A, welcher den Theil der Function 
cp (z) darstellt, der allein fiir 2 = a unendlich wird, hatte auch aus 
der in § 26 (15) entwickelten Reihe A k abgeleitet werden konnen. 
Lasst man dort den Index k fort und berticksichtigt den bier vor- 
liegenden Fall, dass (2 — a) n <p (?) sich einem endlichen undjron 
Null verschiedenen Grenzwerthe nahert, also lim (2 — a) n A- cp (2) 0 

ist, so wird nach (16) § 26 

271 


c (n + 1 ) 


-L f 

271 J 


(. 2 — a) n + 1 cp (2) eld- = 0, 


wenn man den Kreis urn a , auf den sich die Integration bezieht, 
in’s Unendliche abnehmen lasst. Daher verschwmden urn so mehr 
c (n + 2) G (n 4 - 3) e t c , und folglich bricht die Reihe A ^ bei dem 
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Gliede 


c(») 


ab, und wird mit unserem Ausdrucko ( 18 ) identisch. 


0 — «) w 

Hieraus folgt , dass wenn die Function <p (z) nicht melir von 
einer endliclien Ordnung unendlich wird, wenn es also keinen cnd- 
lichen Exponenten n giebt, fiir den (z — a) n <p (z) sich einem end- 
licben Grenzwerthe naliert, dann an die Stelle des Ausdrucks /( die 
unendliche Reihe A/ c tritt, weil dann keiner ihrer Coeffieienton melir 
verschwindet. 

Kehren wir nun nocli einmal zu der Gleickung ( 18 a) 
cp (s) = A if) ( 2 ) 
zurtick, so zeigt diese, dass eine einwertliige Function cp (z), •welch 0 
an eiuer Stelle z — a unendlich' gross wird, sich an dieser Stelle 
von einer dort endlicli bleibenden Function ip (z) stets nur utn eiuen 
Ausdruck von der Form A uuterscheidet. Sie wird daher nur so 
unendlich wie dieser Ausdruck A. 1 st z. B. cp (s) fllr z = a von 
der ersten Ordnung unendlich, sodass lim (2 — a) cp (2) endlicli 
und von Null verschieden ist, so kann man auch sagen, cp (z) wird 

dort unendlich wie Oder ist cp (z) ftir z = a unendlich von 


der zweiten Ordnung, so ist es entweder unendlich wie 1 c 

„ *~a 1 (js—o)a 

c 

oder nur wie allein. Hat man eine and ere einwerthige 

Function / (*), welche fUr z = a ebcnfalls von der nten Ordnung 
unendlich wird, so kann diese auch nur so unendlich werden, wie 
ein ahnliclier Ausdruck A , der sicli von dem vorigen nur in den 
Werthen der Coefficienten c unterscheiden kann. 1 st die letztore 
Function / (*) gegeben, so sind damit auch die Coefficienten c gc- 
geben, und folglich ist cp ( * ) an einer Unstetigkeitsstelle a bekannt, 
wenn eine Function / (z) gegeben ist, die an dieser Stelle ebonso 
unendlich wird, wie cp (z) es werden soli. Man kann alsdann 
setzen 


9 ( z ) ==/ («) + y j (*)> 

worin ifi (z) ftir z — a endlicli und stetig bleibt. 


Aus 

tiation 

der Gleichung cp (z) — A -J- tp ( 3 ) folgt 

durch Differen- 



cp (z) ~ _|_ iff (Y), 


wo 




dA_ 

c 

2c" 3c'" 

n . c(») 

clz 

{z~a)z ~ 

(2 a) 3 (z — ay 

(z — o)« + i‘ 


Da nun (nach § 24 ) ip (») ftir z = a endlicli bleibt i weil ip (z) 
hier endlicli ist, so folgt, dass die Derivirte cp' (z) einer 
einwerthigen Function 9 j (s) an einer Stelle z = a, wo 
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cp (s) unendlich is t , ebenfalls unendlich wird, und 
z war von einer um Eins hoheren Ordnung wie cp (z). In 
alien endlichen Punkten, in denen cp (z) endlieh ist, bleibt dagegen 
(nacli § 24) auch < p (z) endlieh, und daher sind die end' 
lichen Unstetigkei tspunkte einer einwertliigen Func- 
tion cp (z) m i t denen i h r e r D e r i v i r t e n cp' (z) i d e n t i s c 1). 

Es wird sich spiiter*) rechtfertigen lassen, dass man ein Un- 
endlich werden von der uten Ordnung auch als ein Zusammenfallen 
von n Punkten ansehen kann, in denen die Function cp (z) unendlich 
von der ersten Ordnung ist. Indem wir von dieser Auffassung 
schon jetzt Gebrauch machen, werden wir, wenn eine Function an 
einer Stelle unendlich gross von der nten Ordnung wird, uns auch 
des Ausdrucks bedienen, dass sie dort nMal unendlich werde. 


Wir gehen nun zu der Untersuchung iiber, wie sich eiue ein- 
werthige Function cp (z) ftir einen unendlich grossen Werth der 
Variablen z verhalt. Diese Betrachtung konnen wir auf die vorige 

ziirtickfuhren , indem wir z = — setzen , wodurch cp (*) in / (u) 

iibergehen moge, und dann / (it) an der Stelle u — 0 untersuchen. 
Nun ist zuerst (nach § 27a) / (it) ftir u = 0 endlieh , wenn 
[lim w/(«)] = 0 ist. Also ist 

U~0 

cp (s) fiir z = oo endlieh, wenn Him = 0 

•3 = co 

ist. Ferner wird (nach § 29) /(it) fiir u = 0 von der nten Ord- 
nung oder nMal unendlich, wenn [lim u 1l f (u)J weder Null noch 

u — 0 

unendlich ist. Daher wird 

(z) fur z = oo unendlich von dernten Ordnung, wenn 

weder Null noch unendlich 
ist. Man kann ferner nach § 29 in diesem Falle setzen: 

wo A (it) eine fiir it = 0 endlieh bleibende Function, und die 
*) Sielie unten § 34. 
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GrSssen Q eonstante Coefficienten bedeuten. Geht X («) , durch z 
ausgedriickt, in l j> ip) fiber, so erhalt man hieraus 

(19) (p ( 2 ) — Q' % + $ z * + Q"' zi 4" t“ Q CnJz>t + V' («)» 

worin y> ( 2 ) ffir 2 = 00 endlich bleibt. In dicsem Fallo ist also 
cp ( 2 ) unendlich wie eine gauze Function von 2 . 

Aus dieser Gleichung (19) folgt 

( 20) cp (2) = ()' + 2^ + s <r '* 2 4 h + ¥ (*). 

Um nun zuerst zu lintersuchen , wie sicli die Derivirto iff ( 2 ) der 
endlich bleibenden Function yj ( 2 ) im Unendlichen vcrhfilt, kehvon 
wir wieder zu dev Variablen u zurllck. Da 


ist, und 
war, so ist 


yj ( 2 ) = X («) 


= — ifiX' (11). 

0, also nach § 24 aiich A' (n), und 


¥ ( z ) 

Nun ist X (u) endlich ffir u = 
folglich vvird 

yi (z) = 0 ffir s === GO • 

Wenn also eine einwerthige Function im Punkte 
2 = qo endlich ist, so ist ihre Derivirte in dies cm 
Punkte gleich Null.*) 

Alsdann folgt aus (20), dass cp ip) ffir 2 = GO von oiner um 
Eins niedrigeren Ordnung unendlich gross wird, als cp ( 2 ). Ist also 
cp ( 2 ) nur von der ersten Ordnung unendlich gross, so bleibt cp’ ( 2 ) 
endlich ffir 2 == CO. 


Die ganze Function in (19) bildet einen Theil der § 26 (15) 
abgeleiteteu Reihe I. Diese wird nfimlich zu einer endlichen, wenn 


lim — endlich, also lim — ~~ 

grt ’ 2» + l 


ist. Denn lasst man in dem Integral [§ 26 (16)] 


J_ [ JP_ 

2 71 J % n 


(*) 


+ 1 


den Integrationskreis (/) in’s Unendliche wachsen, so convergirt es 
gegen Null; es verschwinden daher um so mehr Q( n + *) } 

Wenn es 


etc., und die Reihe I bricht bei dem Gliede (^"-V l a b. 


*) Und zwar mindestens von der zvveiten Ordnung. (Vgl. § 84.) 
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dagegen keinen endlichen Exponenten n giebt, fur den lim • ? 

z?l 

endlich ist, so wird cp (z) unendlich, wie eine nach ganzen Potenzen 
von s fortschreitende unendliche Reilie. 


§ 81 . 

Aus dem Vorigen ergeben sich nun folgende Satze: Wenn 
eine einwerthige Function fur keinen endlichen 
Werth von s, sondern nor flir s = CO , and aucb hier 
nur von end lie her Ordnung (»Mal) unendlich wird, 
so ist sie eine ganze Function a ten Grades. Denn man 
hat in diesem Falle 

( P 0 ) = Q'z + (?"z 2 + Q"' z 3 H b Q (n) z n -f- ty(z)] 

da nun aber yj (z) eine einwerthige Function ist, welche weder fur 
einen endlichen noch fur einen unendlichen Werth von z unendlich 
gross wird , so ist sie nach § 28 eine Constante. Bezeichnet man 
dieselbe mit Q, so folgt 

cp (~) = Q -J- Q z -|— Q s 2 — J~ Q " z 3 ~|— • . • • -j- Q( n )z H , 

also ist in der That <p (3) eine ganze Function ?*ten Grades. Um- 
gekehrt wird auch eine ganze Function Jiten Grades cp (3) uur flir 
2 = QC und hier n Mai unendlich ; denn es ist 



also endlich, und zugleich von Null vcrschieden , wenn cp (z) nicht 
von niedrigerem Grade ist, als vom nten. 

Wird eine einwerthige Function cp (z) nur fur 
s = oo unendlich gross, aber von unendlich holier 
Ordnung, so lasst sie sich nach Potenzen von z in 
eine fur jeden Werth von 3 convergirende Reibe ent- 
wickeln. Denn die Reihe I convergirt fur jeden Punkt innerhalb 
des Kreises (/) (vgl. § 26), wenn in demselben keine Unstetig- 
keitspunkte liegen, und dieser Kreis kann beliebig erweitert wer- 
den, wenn cp (z) ftir keinen endlichen Werth von z unendlich wird. 
Daher unterscheidet sich cp (3) von einer flir alle Werthe von 3 
convergirenden Reihe nur urn eine einwerthige Function yj (z), 
welche fill* 3—00 nicht, und daher tiberhaupt nicht unendlich 
wird, und die folglich eine Constante ist. 
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§ 32. 

. Wean cine einwertluge Function nuv ftir cine 
endlioho Anzahl von Werthen der Variablen und ftir 
jeden nur von endliclier Ordnung unendlich gross 
wird, ( k u r z , wenn sie nur eine endliche Anzahl von 
Malen unendlich wird), so ist sie eine rationale 
Function. 

Seien a, b, c, — A, /, go die Werthe von s, fflr wclclie 

cp 0) unendlich wird , a , /?, y, x, A, (i die reap. Ordnungs- 

zahlen des Unendlichwerdens ; so kanu man zuorst setzen 


9 00 = Q z + Q" ~ 2 ■+ 

wo if/ (z) ftir s — go niclit, also nur nocli ftir z 
endlich wird; dcmnacli hat man 


+ 00 , 

a, b, • • • L un- 


V V) = ” + + 

wo nun ip x (z) nur nocli ftir b, c, 
also weiter 


(=-<.)«' + W > 

l unendlich ist. Man hat 


i ’ i (=> 


• + J0w + ^ 


z-b I (*...*)« + 

Fahrt man auf diese Weise fort, so gelangt man zu 

Cn 


tn-1 (*) 


Cn 

z 


Li l _ _L _ 

— I' I 


\z~iy 


_| + % (z), 


wo r ip n (») gar nicht mebr unendlich wird, also eine Constante ist. 
Bezeichnet man diese mit Q, so erhklt man, indcm man die obigen 
Ausdrttcke zusammensetzt, 


cp (z) 


Q + Q* + <?"= 2 H h 

c,(«) 


+ z~-a + 

(z-aY 

+ r-^ + 

C'l" 

(z—by 


. . . 

_J_ _1"_1 _L 
' z — l ' 

C n 

C s-0* 


(*— «) 


(a — 6V 


Cat*) 


( 3 —/)*’ 


also in der That eine rationale Function. 
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§ 33. 

Eine einwerthige Function cp (z) ist bis a u f eine 
additive Constante bestiramt, sobald fflr jedcn Un- 
stetigkeitspunkt eine Function gegeben ist, welch e 
iibrigens endlich und stetig bleibt, aber an der be- 
treffenden Unstetigkeitsstelle ebenso un endlich 
wird, wie rp (z) es werden soil. Seien a u a 2 , « 3 , etc. die 
Unstetigkeitspunkte von cp ( z ), und den ken wir uns darunter den 
Wertli oo gleich mit begriffen. Ferner seien j\ (a), A ( z )> A 0), 
etc. gegebene Functionen , welclie iiberall endlich und stetig sind, 

nur resp. in den Punkten o 1 , « 2 , o 3 , unendlich gross werden. 

Wenn dann cp (») in a x so unendlich werden soli wie j\ (z), so 
kann man setzen 

cp ( z ) =y 1 (a) -j- yi(z). 

wo ij> (z) fur z — u x nicht unendlich wird. Da nun f x (z) ftir 
z ~ a. 2 endlich ist, so muss ip (z) hier unendlich werden, und zwar 
so wie cp (z). Soli daher cp (z) in a. 2 so unendlich werden, wie 
A (~)> so kann man setzen 

s ip (z) = (~) H- f x (~)> 

wo nun ip j (z) nicht fur a x und a 2 , sondern nur noch fur a 3 , etc. 
unendlich wird. F&hrt man so fort, so gelangt man endlich zu 
einer Function ip, die gar nicht mehr unendlich wird, also eine 
Constante ist. Wird diese mit C bezeiehnet, so erhii.lt man 

( P (~) — J\ (~) H - /a (~) A 00 H - + C. 


§ 34. 


Man sagt, eine einwerthige Function cp (z) wird ftir einen 
Werth von z unendlich klein oder Null von der nten 

Ordnung, wenn — 7 -r ftir diesen Werth unendlich gross von der 

cp (z) 

n ten Ordnung wird. Ftir diesen Fall ist nach § 29 und 30 
( z — a) r > 


ftir 


3 8 = QO 


lim 

lim 


cp(z) 

1 

zn cp (Z) 


weder Null noch unendlich grosg. 


Da nun auch die umgekehrten Brvlche endliehe und von Null ver- 
schiedene Grenzwerthe haben miissen, so haben wir als Bedingungen 
daftir, dass cp (z) fur z — oc oder fiir einen endlichen Werth 
z — a unendlich klein oder Null von der «te« Ordnipig ist : 
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flu* z — a lim ^ - ) 

(2 — a)« l weder Null nocli unendlicli -gross 
„ z = 00 lim s» v (z) ) 

Diese Bedingungen entatelien aus denen des unendlicb gross Wor- 
dens, worm — n an die Stelle von u tritfc , und duller kann man 
auch em unendlicb klein Werden als ein unendlicb gross Werden 
von negativer Ordnung betracbten oder aucli umgekehrt. 

Wird cp (2) fur 2 = a Null von der nten Ordnung, und setzt 

man 

(1 0 (2) 

(z ~ a)n ~ V' (~)j 

so ist nach dem Obigen f (2) eine Function, wolcho ftlr 2 = 0 
endhcli und von Null verschieden ist. Hicraus folgt, dass man 

<P 0 ) = (2 — «)» i/j ( s ) 

setzen , also aus cp (2) den Factor (2 — «)« herausziolion kann 
Setz man — n an die Stelle von n, so gilt dasselbe auch, wenn 

* (s) lur 2 = « unendlicb gross von der nten Ordnung wird Dann 
kann man setzen b m 

cp (z) = — 

, 88 “ I'eclitfertigt sich die oben (§ 29 ) augeftthrte Auf- 
fassungswese, nach welclier em unendlicb Werden von der nten 
Ordnung als ™iiges unendlicb Werden von der erston Ordnung 
betracbte werden kann Demi ist z. B. cp (z) fttr zwoi Punkto 

zuerst ^ Z ~~ UDeDdllch kIoin von der er8te » Ordnung, so ist 

cp (2) = (z ci) y, ( z ) j 

wo y, (2) flitr z = a endlicb bleibt mid far 2 = b unendlicb klein 
werden muss. Daher ist dann 

>f> & = (z ~ b ) V'l ( z ) >(*)«,(*— a) (2 — h ) (*), 

ZlM ITp m 2 ,“ “ a ' 8 auc1 ' f “ r * - 4 endlich bleibt. 
en nun die Punkte b und a zusammen, so entsteht 

cp (2) = (2 — a) 2 ^ ( s ) ; 

imd daher ist dMD <p (*) fa,- 2 = „ vo „ der 2te „ Ordnung im- 
ebelto “ U " e " dli0h STOS8 Wciden verll!il ‘ 8icl1 di0 S»ohe 

nung.^oiat 90 W ** * “ °° une “ dlicb w ein ™n der nten Ord- 

z n cp (z) == y, ( z ) 

z = ~ 00 ® n dkcb und von Null verschieden, und diese Gleicbung 
g.lt auch zugleich fttr das nnendlieh gross wUn, wenn - n an 
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Stelle von n gesetzt wil’d. Daher kann man in diesem Falle beim 
nnendlich klein Wcrden von cp ( 2 ) 

«■ w - 

und beim nnendlich gross Werden 

cp (c) = z n if, ( 2 ) 

setzen, wo f (s) eine fill- 2 = OO endlich und von Null verschie- 
den bleibende Function bedeutet. 


Hieran kntipft sich die Untersuchung, wie oft eine einwer- 
thige Function in einem Gebiete nnendlich klein oder gross von 
der ersten Ordnung wird , wobei ein unendlich Werden von der 
nten Ordnung als n-maliges unendlich Werden von der ersten Ord- 
nung aufgefasst wird. Diese Anzahl kann namlich durch ein be- 
stimmtes Integral ausgedriickt werden.*) Innerhalb eines Gebietes T 
werde die einwerthige Function cp ( 2 ) in den Punkten a,, a 2 , a 3 , 
etc. unendlich klein oder gross, und zwar resp. von den Ordnun- 
gen n x , n 2 , n 3 , etc., die fiir ein unendlich klein Werden positiv, 
fiir ein unendlich gross Werden negativ zu nehmen seien. Wir 
betrachten nun das Integral 

| d log cp 0) oder ^ dz, 

bezogen auf die ganze Begrenzung von T. Die Function “--J- 

wird unendlich gross fiir alle Punkte, in denen cp ( 2 ) Null, und 
fur alle diejenigen , in denen cp! ( s ) unendlich gross ist. Nach 
§ 24 bleibt aber cp' ( 2 ) endlich in alien Punkten , in denen cp ( 2 ) 
endlich ist, und wird nach § 29 in alien denen unendlich, in 
denen cp ( 2 ) es ist; daher sind die Unstetigkeitspunkte von cp ( 2 ) 

innerhalb T identisch mit denen von cp ( 2 ). Demnaeh wird — ~ 

unendlich gross fiir die sammtlichen Punkte a x , a 2 , a 3 , etc., und 
nur fiir diese. Nach § 19 ist nun das obige auf die Begrenzung 
von T bezogene Integral gleich der Summe der Integrale ausge- 
dehnt auf kleine, um die Punkte a bescbriebene Kreise. Sei A 
eines dieser Integrale entsprechend dem Punkte a, bei welcbem die 


*) Dies findet sich sckon bei Cauchy. Comptes rendus Bd. 40. 1855. 1. 
M&noire sur les variations integrates des fonctions. pag. 656. 
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Ordnung des unendlich Werdens gleicli u sei. Dann kaim man 
nach § 34 setzen 

9 00 = (s — d) n f(z), 

wo ?/' 0) far 2 = 0 endlich und von Null verscluodcn bloibt 
Hieraus folgt 


-( 


A = \ d log (p (s) 


1 Jz I f »A'(2) 
J z — a “T J 


die Integrate auf einen kleinen urn a bescbriebenen Kreis ausge- 
dehnt. Da nun innerhalb des Integrationskroises y> (z) niciit Null 

und f'(z) nicht unendlich gross ist, so ist ¥'f e ) stetig und du- 
ller (§ 18) ^ S 


Ausserdem ist (§ 20) 


9 ' OO 
9(?) 


1 


dz 


2m 


und daher 

, A — 2 rein. 

Summirt man diese Worth e A for alio Pnnktc «, so orhklt man 

^ d log cp (a) = 2 Tvi («, -f- n 2 -f n 3 -j ) = 2n-i2n, 

d_as integra 1 auf die Begrenzung von T ausgedehnt, und hierin 
giebt an, wie oft cp ( a ) innerhalb T unendlich gross odor klein 
von der ersten Ordnung wird , wenn man ein unendlich Werden 
ntei Ordnung als n-maliges unendlich Werden erstcr Ordnung an- 
sieht. Wir habon also den Satz: Das Integral 


i 


d log cp (z) 


oinei- einwerthigen Function *>(*), bozogen auf die 
egienznng ein os Q ebietes T, ist gloich 27r;Mal dor 
Anzah der Punkte, in denen cp (z) innerhalb T un- 
end, i ch . klein o^er gross von der ersten Ordnung ist. 

Bezieht man den Buchstaben n auf das unendlich klein War- 
den und deutet die Ordnungszahlen des unendlich gross Wordens 
flurcb — v an, da sie negativ zu nehmen sind, so erbillt man 


S 


d log cp (z) = 2 m (2n r — 2i>). 
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Wenn die Function cp ( 2 ) innerhalb T endlich bleibt, so fallt aus 
der vorigen Formel das Glied — Jp fort, und die Anzahl der 
Punkte, in denen eiue einwerthige Function cp ( z ) 
Null von der ersten Or dnung ist innerhalb eines Ge- 
bietes 7', in welch em (p ( 2 ) stetig bleibt, ist gleich 


1 

ini 


I 


d log cp ( 2 ), 


das Integral auf die Begrenzung von T bezogen. 


§ 36 . 


Wenn man nun unter den Punkten a alle endlich en 
Punkte versteht, in denen cp ( z ) unendiich klein oder gross ist, so 
kommt es noch darauf an , wie aich cp ( z ) fur z — qo verhalt. 
Nehmen wir an , cp ( 2 ) werde fur 2 == GO m Mai unendiich, und 
zwar beziehe sich wieder ein positives m auf das unendiich klein, 
ein negatives m auf das unendiich gross, Werden. Nimmt man 
danu als Begrenzung von T einen Kreis um den Nuilpunkt, welcher 
die sammtlichen Punkte a umgiebt, so ist zuniichst nach dem Vo- 
rigen auf diesen Kreis bezogen 

j" d log cp (z) — 2m (2n — 2v), 

Fiihrt man nun aber statt 2 eine neue Variable u durch die Be- 
zielmng 


u 


ein, so entspriclit jedem Punkte z ein Punkt u, und dem Punkte 
z = GO der Punkt u = 0. Setzt man ferner 


so wird 


z — r (cos & -j- i sin #), 
u == — (cos -9 — i sin &). 


Beschreibt nun 2 eine geschlossene Liuie Z um den Nuilpunkt, so 
beschreibt u, weil dabei 9- von 0 bis 2 n wacbst, ebenfalls eine 
geschlossene Linie U um den Nuilpunkt, aber in umgekehrter 
Richtung. Lasst man ferner bei constantem 9- den Radius Vector r 

wachsen, so nimmt — ab und umgekehrt, folglich entsprechen alien 

Punkten 2 ausserhalb Z Punkte u, die innerhalb U liegen. Ftibrt 
man jetzt in dem Integrale 
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d log rp (z) oder 


f V'(*) 
J V & 


oZ , itr mh *«■**- 

j d Jog / (u) Oder j dru 

sf “£ “ Er:rr ***• 

Lit’ *a„ tL r '\rt"te! 6r , RiCl,t "‘« T *"“«'*» ™d. 

Rfd.(»ng der wachsenden Winkel, so Int « rati »" »' <I«r 


d log 93 (z) 


--1 


Jog / 00, 


das erste Integral auf den Kreis £ das » WA ;< A nn r , ~ . 

besogeo. Der Krois 2 „ mgiobt alle PuX, ! to .V C,s U 
ausserhalb if nur unendlich fUr 2 = go und diT W /v \ ^ 
"OH, alb V nnr nnendlich ft,,' a JL 0. ^,i,. J 00 

unendlich klein von der mten Ordnung, sodass W U ^ ^ 

~ = oo 

r “ — - ^ - 

f (u) = u»iy, (u), 

so bedeutet i}> (u) eine Function , welehe in u 0 nib m » 

' nner,,idb U e " d,id ‘ ~H«« verschieden te~ Nun fnlgt wMw 

(d,„g /(l0 = m + 

tang der wachsMto^Lkef ^glnommen ’ d “ ” n*' Kid '' 
erhalt roan genommen . « 2mm ist. Demuaoh 


d log cp ( 2 ) 


-1 


d lo g/00 


2 ni . m. 


Vergleichfc man dies Resultat mit dem unter <v,f i 

Werthe dieses aiif dieselho p nrofl n u “ tei v. 23 ) gefnndenen 

sill, a,<>30lbe Curve b “0genen Integrates, so ergiebt 
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1st nun (p (z) fiir z — GO Null, so 1st m positiv, und man erhalt 
m -j- 1 2n = 2v ; 

ist aber <p (z) fur z = GO uuendlich gross, so ist m negativ; 
schreibt man — pu daftir, so folgt 

2n*=*f4.-\- 2v. 

In beiden Gleichungen giebt dann die linke Seite an, wie oft <p ( z ) 
in der ganzen unendlichen Ebene Null von der ersten Orduung, 
und die recbte Seite, wie oft diese Function unendlich gross von 
der ersten Ordnung wird, und wir erhalten den Satz : E i n e e i n - 
wertkige Function wird in der ganzen unendlichen 
Ebene ebenso oft Null wie unendlich gross. Daraus 
folgt sogleich: eine einwerthige Function nimmtjeden 
beliebigen Werth k ebenso oft an, als sie unendlich 
gross wird. Denn cp (z) — k wird ebenso unendlich gross wie 
<p ( 2 ), daher wird cp ( z ) — k ebenso oft Null , als cp ( 2 ) unendlich 
gross wird, und folglich cp ( 2 ) ebenso oft gleich k . 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar der Fnndamentalsatz der Al- 
gebra, denn eine ganze Function nten Grades wird nur fiir 2 = GC 
unendlich gross und zwar a Mai, folglich muss sie auch nMal Null 
werden , und daher muss eine Gleich ung nten Grades 
nWurzeln ha ben. 



§ 37. 


Man kann nun den schon im § 32 bcwiesenen Satz, dass 
eine einwerthige Function , welche nur eine endliehe Anzahl von 
Malen unendlich gross wird , eine rationale Function sein muss, 
auf’s Neue und in einer anderen Form beweisen. 

Seien a u a 2 , a 3 , etc. die endlichen Werthe von z, fur welche 
die einwerthige Function cp (z) unendlich klein oder gross wird, 
und roogen resp. 3i a , n 2 , n 3 , etc. die Ordnungszahlen des Un- 
endlichwerdens bedeuten, positiv beim unendlich klein, negativ beiin 
unendlich gross Werden. Dann kann man zuerst nach § 34 

cp ( 2 ) = ( z _ ai ) Wl ip ( 2 ) 

setzen. wo if) (z) fur z = o l endlich und von Null verschieden ist, 
aber fiir z = n 2 , o 3 , etc. unendlich wird. Alsdann ist 

yj ( 2 ) = (2 — a^f 2 ip t (z), 


wo nun 


V'i 00 = 


<p 0 ) 

11 1 «2 

(z — «0 (z — a 2 )~ 


Durdgo, Funot. compl. Var. 2. Aufl. 



/ 


9 
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fiii- a, und a 2 nicht, wohl aber far a 3 , etc. unendlicli wird; fahrt 
man so fort, so gelangt man zu einer Function 

^P\ z ) == (p (z) 

n 3 






(2 — a,) (z — « 2 ) ' (2 — ct 3 ) ' U (z — a) 

welche fur keinen endlichen Worth von 2 mohr unendlicli wird. 
Von dieser kann nun aber gezeigt worden, dass sic aueli ftir 
~ — QO nicht unendlicli gross werden kann. Da nitnilich 

(z - a) = * (l _ -) 
ist, so kann man schreibcn 


n (z — a) = z~ n U (1 — I)". 


Bezeiclinet aber m die Anzahl, wie oft cp (2) ftir 2 = 00 unendlicli 
wird, positiv beim unendlicli klein, negativ beim unendlicli gross 
Werden, so ist (§ 36 ( 24 )) 

da hier 2 n dasselbe bedeutet, was dort niit 25 * — bezeiclinet 
worden ist. Demnach hat man 


und 


FUr 


11 (2 — a) 

l(z) = 


II 


00 aber ist 




lim 


2'» (f (2) 

"(HD 


» = lim s'" 9 (2), 


und dies ist nach § 34 endlich und von Null verschieden , da 
(p ( 2 ) . ftir 2 — 00 von der mten Ordnung unendlicli klein wird. 
Folglich ist l (2) in der That eine Function , welche ftir 2 = 00 
endlich bleibt; da sie nun auch fUr keinen endlichen Wertli von 
2 unendhch^ gross wird, so muss sie nach § 28 eine Constants 
sein. Bezeiclinet man diese mit C , so ist 

cp ( 2 ) = cn{z — a) n . 

Behalt man nun a u a 2 , a 3 , etc. fttr die endlichen Werthe von 2 
bex, ftir welche cp (2) verschwindet , resp. von den Ordnungen n u 

S-’J?’ e l C ’ ; UDd bezeichnet mit «i> «s, «g, etc. die endlichen 
Werthe, far welche v (a) unendlich gross wird, resp. von den 
Ordnungen v u e 2 , V 8 , etc., so ist . 
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cj>(z) = C (Z ~° l > ni ( 2 " Q sf a (*-« 3 f 3 

(z — «, ) yi (z — « a ) y - ( z — o^)^ 3 

Demnach ist <p (z) wirklich eine rationale Function , und zwar er- 
sclieiut sie bier im Zakler und Nenner in Factoren aufgelost, wiili- 
rend sie in § 32 in Partialbriiche und eine ganze Function zer- 
legt war. 

Hieraus folgt ferner: Eine einwertliige Function ist 
bis auf einen constanten Factor bestimmt, sobald 
man alle endliclien Werthe kennt, f it r welch e sie 
u n e n d 1 i c h k 1 e i n und u n e n d 1 i c h gross w i r d , und von 
jedem auch die Ordnungazahl des Unendlich werdens, 
und : Zwei einwertliige Functionen, welche in diesen 
VV e r t li e n und in den Ordnungszahlen ii b e r e i n s t i m - 
men, sind bis auf einen constanten Factor e in an dor 
gleicb. 


B. Functionen mit V erz weigungspunkten. 

§ 38. 

Indem wir nun zur Betrachtung von Functionen tibergehen, 
welche Verzweigungspunkte besitzen, schliessen wir auch bier alle 
nicht polaren Unstetigkeiten aus und erinnern an die im Eingange" 
dieses Abscbnittes gemachte Bemerkung, deren Ricbtigkeit sicb aus 
der Art , wie die vorigen Untersuchungeu gefiihrt worden sind , er- 
giebt, dass alle von einwerthigen Functionen geltenden Eigenschaf- 
ten, die sicb nur auf endlicke Flachentheile bezielien, auch fUr eine 
beliebige Function gtiltig bleiben, so Iange dieselbe in dem zu be- 
trachtenden Flachentheile einwerthig ist, d. b. darin keine Verzwei- 
gungspunkte besitzt und nirgend eine nicht polare Unstetigkeit er- 
leidet. Wir liaben daher bier nur nock die Verzweigungspunkte 
selbst naher zu betrachten und knlipfen an die in § 21 angestellte 
Untersuchung an, welche Folgendos ergeben hat: Ist z — b ein 
Verzweigungspunkt einer Function f(z), in welcbem m Blatter der 
2 -Flacke zusammenhangen (ein Windungspunkt ( in — l)ter Ord- 
nung (§ 13)), und setzt man 

_i 

(a — V)m — t, 

wodurcb / (z) in cp (£) iibergehe , so bat cf (£) an der z = b ent- 
sprechenden Stelle t, = 0 k e i n e n Verzweigungspunkt. 

Man kann nun zuerst die Betrachtung des § 27a auf ein den 
Punkt £ = 0 umgebendes Gebiet anwenden, da man dasselbe immer 
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so klein wahlen kann, dass es keinen Vcrzweigungspunkt enthillt. 
Dann bleibt <p (Q an der Stelle £ = 0 endlicli, wenn 

£ lim l<p (£) =0 

ist; folglich erhallen wir als die notliwendige und hinreichende Be- 
rt ingung dafUr, dass f (z) in dem Verzwcigungspunkte a = h endlicli 
bleibe : 

f lim ( z — h)m f(z) 1 = 0 . 

L J g = b 

Ferner ergeben die Betrachtungen des §29, dass wenn tp (£) iu 
dem Punkte £ — 0 unendlich gross von der nton Ordnung wird, 
man setzen kann 

<p (£) = j + + {T 4 1" 4- 1 (£)» 

wo l (£) filr £ = 0 endlich bleibt, und die Grossen y constante 
Coefficienten bedeuten. Demnach hat man, wenn nun f (z) in dem 
Verzweigungspunkte z == b unendlich gross wird, 

f (?) = — ~ r H ~~~i H~ yH — 4 — 4“W» 

(2 — b)»i ( z — b) m (z — b) m (~ — b) m 

wo ip (z) = l (£) sei , und ftir z = b endlich bleibe. Dann ist 

n 

lim (2 — Vjm f (z) endlich und von Null verschieden, 

und man bezeichnet die Ordnung des Uncndlicliwerdens 

von f (z) d u r c h den Bruch — 

J ' 1 m 

In b hangen m Blatter der z-FUicbe zusammen, daher fallen 
hier aucli m Functionswerthe auf einander. Jeder derselben , der 
mit w bezeichnet werden mbge, wird so unendlich, dass 

n 

lim vo (z — b)m 

endlich und von Null verschieden bleibt. Demnach ist aucli 

?n 1 n 

lim w ( z — b) 

weder Null noch unendlich, und daher kann man aucli sagen: die 
Function w wird in^ 7 wo m Blatter zusanomenh an gen, 
nMal unendlich, wenn jeder der hier zusammen- 

fallendenWerthe von der Ordnung — unendlich wird. 

Genauer beatimmt man die Art des Unendlichwerdens von 
f (z), indem man den Ausdruok angiebt, um welchen sieh / ( 2 ) in b 
von einer dort endlich bleibenden Function unterscheidet. Dieser 
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Ausdruck schreitet, wie die letzte Gleiclnmg zeigt, nach ganzen 
_ _i_ 

Potenzen von (2 — b)~~ m fort. Man sagt also z. B. f (2) 

wird unendlich , wie — - — j - , oder wie — - — 3- , oder wie 
(2 — b)m (2 — b)m 

+ u. s. w. 

(2 — b)m (2 — b),n 

Betrachten wir nun noch den Werth 2 = go , welcher, wie 
wiv sclion § 14 geselien liaben , durch einen bestimmten Punkt 
reprSaentirt werden und dann aucli als Verzweigungspunkt auftreten 
kann. Man setze 

« = ~ und / (2) = cp («) ; 

dann ist u — 0 ein Windungspunkt (m — l)ter Ordnung fill* cp (n), 
wenn z — 00 ein soldier fur / (2) ist. Demnacli kann man 
setzen 

9 («) = -^ + “ T H + 9 ~T_ + * ( ?i ) 

u m u» l U 1 ’ 1 

oder 

J_ JZ_ n 

f (2) = (JzlTi -| - g"zm -j- -j- -j- 1 p (2), 

wo ip (z) — X (u) fiir 2 — QO endlidi bleibt. Folglich ist f (z) 
fOr 2—ao endlich, wenn 

T/Ml — n 


m 


ist; und wenn in 2 = 00 m Werthe der Function zusammenfallen, 

fl 

von denen jeder von der Ordnung — unendlich gross wird, was 


der Fall ist, wenn 


[ 11 . 


endlich und von Null verschieden 


ist, so sagt man, f (2) wird in 2 — 00 n Mai unendlich. 


§ 39 . 

Wir mtissen nun aucli das Verhalten der derivirten Function 
^ CO — w gesetzt) in einem Verzweigungspunkte naher in’s 
Auge fassen. Zueret betrachten wir nur solclie endliche Punkte, 




III denen w endlich bleibt. Im g 24 iat gezeigt wordon 
wenn » m einem Gebiete endlicb, stetig und oittadrig tat’, IZ 
weder Unstetigkeitspunkfe noch Verzweigungspunkto besitzt, —~ 

in demseiben Gebiete ebenfalls endlicb and stetig bieibt. Drtlckt 
man mm d.e Denvirte dnrcl. den Gnmwerth, dem sio gioicli ist 
aus, indem man den fUr z = « statttindenden Worth veil m mil’ 
io„ bezeichnet, so hat man “ ,l 

~ = lira 
dz z — a 5 

and kann demgemtta sagen: wenn s = a weder eiu Uuslefekeita- 
punkt liocli em Veraweigungspunkt von m ist, so ist 

. . to — to a 

]lm lllcljt unendlicli gross. 

Man Icann abor ancli entscheidcn, unter welcher Bedin~ dieser 
Grenzwerth von Null verechicden bleibt. Daz« brauoht ml Z 
als Junction von w zu betraclitem Wen u n&mlich der dem Punkto 

Func tLirtt dor 

llm 17=^7 nicht un endlich gross, 
und daher der umgekehrte Bruch 


W — W u 


nicht Null. 


Fol^nde'lL” 1 1° sfnT S . atz ’ <Ior »>« Grunclljigu far da., 

zweigungspunkt von *, So i st Wfl 6111 Ver 


W~w a 


endlich und nicht Null. 


d D ;r ** d r die ™em endliehen Pnnkte (i, 

«■? - 

" ‘Tritt Iran 11 aTeVe^?* 64 ’ 
weiebem aber m omen endlichen V Wert], 01 ” t,rzwe « lm e 8 P lull <( in 
die s-FJkcbe sieb -wtT JS? ^ "**■**» 

1 

( z — - b) m = T • 
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cl ami hat w als Function von £ betrachtet, an der Stelle £ = 0 
weder einen Unstetigkeitspunkt noch einen Verzweigungspunkt. 
Nehmen wir nun den Fall an , dass aueh £ , als Function von w 
betrachtet, an der Stelle w = w/j keinen Verzweigungspunkt besitzt, 
so sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfullt, und daher 
ist 

lim oder lim — — — • weder Null noch unend lich. 

(z — b)m 

Nun ist aber 

z — b = £«, 

also z eine rationale Function von £, und folglich nach § 15 eine 
cbenso verzweigte Fuuction von to, wie £. Wenn daher £ an der 
Stelle w = wb keinen Verzweigungspunkt besitzt, so hat z, als 
Function von w betrachtet, dort ebenfalls keinen solchen, und daher 
erhalten wir folgenden Satz: Hat w in z — b einen Win- 
dungspunkt (m — l)ter Ordnung, z aber, als Func- 
tion von io betrachtet, in w = w b keinen Verzwei- 
gungspunkt, so ist 


lim 


w — wb 


end lich und von Null verschieden. 


(z — V)m 

Bezeichnet man diesen endlichen Grenzwerth mit fc, so ist nun auch 


(w — w h y n 

lim — ~t ~~ — = V n ; 


z — b 


es war aber 


lim 


z—b 


dw 
~dz ' 


also ist 


dw km 

dz (w — Wj )*- 1 


lim 


(z — b ) rn 

Unter der Voraussetzung des Satzes (26) wird also 


dio . 
dz 


in b un end lich gross, und zwar so, dass 


m ~ 1 du) 
dz 


m 1 rhn 

lim (w — Wb) —und lim ( z — b) m — weder Null noch 
unendlich ist. 


Wenn clagegen £ oder (z — b)m in w — Wb einen Verzwei- 
gungspunkt besitzt, und zwar einen solchen, in welchem ^ Blatter 
der lu-Fiache zusammenhangen , so treffen die Voraussetzungen des 
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Satzes (26) in tier VVeise zu, class £ als Function von w in w, 
emen Wmdungspunkt O — l)ter Ordnung, «, abor als Functioi 
dann^ W ^ ~ ° keinen Vorzweigungspunkt hat, unci folglich is 

lira £ 

1 

(w~~w h y 

und also aucli der urogekehrte Bruch 

j_ 

( y — w b y * 

lim — endlich und uicht Null. 

(z b) 

I Da nun wieder s und £ gleicfiverzweigte Functional von w sin d 
I so schhessou wir : Hat w an der S t e 1 1 0 2 = b 0 i n e n W i » ’ 
1 c ungspunkt (m — l)ter Ordnung, und 2 als Function 
W betlac,ltct nn clor ontsproehondou Stolle 
8 \sV 7 s? einen W,ndllng 8 P l,nkt l)tor Ordnung, 

I — 

I Mm t 

i j_ ondlich und von Null verschicclen. 

' (« — b) 

Bezeichnet man diesen Grenzworth mit A, so folgt 


und da 


lim 

z — b 


lim = *2 

* — b dz 


dw (*-m ... 

dz ~ 3lm l>m ( w — w oY Y = lim hd (z _ b) L m\ 

Demnach is t unter der Voraussetzung des Satzes ( 28 ) Nil 

Oder unendlich gross, je nachdem ^ > oder A* is, 
und zwar so, dags f^ouci is, 

lim (w — wiYlT— nnd lim t, Y-^-dw 

’ dz unct lim (* — b ) m weder Null noc 
unendlich i s t. 

Wir haben nun noch den Worfii * . . 

Si tr if-" 


Abschu. VII, B. Funetionen rait Verzweigungspuiikten. §39. 137 


und w tier fiir z = go oder u = 0 stattfindende Wertb von to. 
Nehmen wir an, z = go sei von w ein Winduugspunkt (m — l)ter 
Ordnung, w — w aber von z ein Windungapunkt (p — l)ter Ord- 
nung, so erhalten wir nacb (28), weil z und u gleicbverzweigte 
Funetionen von w sind , und auch die Verzweigung von to sicb 
nicht anclert, ob man w als Function von z oder von u betraebtet, 


lim 


~r 


(w — w')ft 

oder 

1 

um 

u = 0 


1 

m f ,u 

lim z (w — w ) 


(30) 


— 00 


endlicli und niebt Null, 

und wenu dieser Grenzwertb mit li bezeichnet wird (nach (29)) 


dw 

du 


j-L — m 

lim li m (w — 10) p 


,u — in 

lim Id 1 u ~v 7 , 


Nun ist aber 

also 


dw 

dz 


1 dw 
z - du 


oder 


H—tn 

dw . 7 i m (w — w) H- hi 1 - 1 

— = — bm — — = — lim — - 

dz z 2 *2 


P—m 
hi 1 u >» 
z‘ 


dw 

dz 


= — lim 


jM-jm 
( w — w ') f 4 


km 


— lim 


hr 

£ + »»_* 
3 m 


Demnacb ist hier-^ Null und zwar so, dass dibAus- 
d r ti c k e 


z 2 (w — w') 


m—l *- 
P dw 

d, T 5 


ft + m 

dw m diu 
I 1 + m dz ’ 2 dz 


>( 31 ) 


(w — w') ft 

endliche und von Null versehiedeno Grenzwerthe 
haben. 


Endlich wenden wir uns zur Betrachtung des Falles, dass w 
selbst in einem Verzweigungspunkte unendlieh gross wird, und 
nebmen letzteren zuerst endlich = l an. Hangen nun in z — b 
m Blatter und in w— GO Blatter zusammen, so konnen wir 
sofort aus (30) erkennen, vvelcber Ausdruck endlieb und von Null 
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verschieden bleibt. Denn setzen wir dort s — t> an die Stelic von 
to — to', ferner w an die Stelle von ~ und vertauschen m und /u, 
mit einander, so ergiebt sich, dass 

_i_ i_ 

iim w^(z — b) m =s 7i 

endlicli und von Null verschieden bleibt. Da nun hieraus aber 

It 

lim to ( z — l) m = W 

folgt, sodass auch dieser Grenzwerth weder Null nocli unendlich 
gross ist, so ergiebt sich (naeli § 38), dass w in diesom Fade 

unendlich gross von der Ordnung ~ ist; und zugleich gilt aucli 

das Umgekekrte. Indem wir ferner in dem zweiten der Ausdriicke 
(31) dieselben Vertauschungen vornehmen, wie obon, solien wir, 
dass 

1 dz 

m J T\ u (ho 
(z—b) m 

und also auch der reciproke Worth 

dz 

endlicli und niclit Null ist,. und dass also ^ unendlich gross ist 

von der Ordnnng - |U . Das Resultat ist daher: Wird w in 
einem Windungspunkte (m-l)tor Ordnung z = b un- 
endlich gross von der Ordnung—, so ist to — oo selbst 
zugleich einWindungspunkt (/n — l)ter Ordnung, und 
umgekehrt; und ~ wird von der Ordnung un- 

end lick gross. 

Wird zweitens to fiir z — oo unendlich gross, und ist dieser 
Punkt ein Windungspunkt (in — l)ter Ordnung, w till rend to — oo 
ein Windungspunkt — l)ter Ordnung ist , so setze man 

s = ~ 5 dann ist naeli dem vorigen Satze fltr u — 0 

J-L 

lim w . u m 

und daher fttr z ==? qo 

lim — 

JL 

zm 


und fur z.= oo 


lira 


lim 


m (ho 
du ’ 

1 dw 


(2u 

Z m 


endlicb und von Null versehieden. Da nun 


ist, so ist 


dw 0 dw 

du ~ dz 


m — ft 

~m~ dw 

lim z — 

dz 

fiii' s~ oo endlich und niclit Null, und daher — entwedei* Null 

dz 

oder unendlich gross, jo uachdem m odor ^ ist. 

Hat man z. B. die Gleicliung 

(w — w')' A (z — &) s = 1, 

so ist 


io — w ~ und z — b — r , 

(z — (to — w'yi 

also ist w fur z — b unendlich gross von der Ordnung ■§. Zu- 
gleicli hangen an der Stelle z — b drei Blatter der s-Flache, und 
an der entsprechenden Stelle w — oo fiinf Blatter der w-Fl&che 
zusammen. Ferner ist 


dw 

dz 


also fUr z = b unendlich 
Bei den Gleichungen 


(a- 


8 

■b) s 


gross von der Ordnung 


8 

" 3 ‘ 


W 


ft 

und w — & 


sind die Stellen z = oo und to = oo 
resp. 


dw 1 

z * 


uud 


entsprechend. 

5 J 

dZ~ 3 ~ ’ 


Man erlialt 
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dalier ist - 7 - fur z — co im ersten Falle Null, und im zweiten 
dz 

unendlich gross. 

§ 40 . 


Wir konnen nun auch nngeben, in welchor Weise sich die 
Fl&che der s auf der FUiche der w in dor Niihe nines Verzwei- 
gungspunktes abbildet, und darnit die in § 7 erwalmten Aus- 
nahmefiille erledigeu, 

Nehraen wir an, 2 — h sei ein Windungspunkt (m — l)tor, 
und w — wb ein Windungspunkt (in — l)tor Ordnung, so hat (28) 

lim 

(z — • b)in 

einen bestimmten endlieken und von Null verscliiodenen Grenz worth. 
Naliert man sich also von verscliiodenen Seitcn her don Punkton 
z — b und w = wij, so ist es dieser Ausdrack, und nicht molir, 

wie in § 7, der Ausdruck lim welcher . einon von der 

z — 0 

Richtung der Annaherung nnabb&ngigen endlichen Worth liat. Sind 
demnach z und z" zwei an b in verschiedener Richtung unendlich 
nahe liegende Punkte, w und w" die ihnen entsprechenden Punkte 
der io-FUiche, so ist 


oder 


Setzt man nun 


_i 

(u/ — Wb)j l (w" — W b ) 

J~ y~ 

(z — b) m (z' — b) m 




w b 

io b 

b 

b 


Q (COS Ip' 

q" (cos ip" 
r (cos Cf 
r" (COS (f" 


i sin ip') 
i sin ip") 
i sin cp) 
i sin fp"), 


m (ip' — ip") = fj, (rp — cp"). 


Es findet also in der Nahe des Verzweigungspunktes nicht mehr 
Aehnlichkeit in den unendlich kleinen Theilen statt. 
in dem in § 7 angeftihrten Beispiele 
w = z 2 

ist m — 1 und fx — 2, folglich wird fur den Verzweigungspnnkt 
w = 0 (entsprechend 2 = 0 ) =0, da pu m ist; zugleich ist 



was sich auch schon § 7 in einem bestimmten Falle ergebeu 
liatte. Eine unraittelbare Folge hievon ist u. a. der Satz:*) Der 
Winkel, u liter welchem siehzweiconfocaleParabeln 
schneiden, ist halb so gross, a Is dor Winkel, den 
ill re Axen mit einander bilden. Man iiberzeugt sich niim- 
lich nach dem § 7 angegebenen Verfahren oder auch auf andere 
Weise leicht, dass jeder nicht durch den Nullpunkt gehenden Ge- 
raden in 2 eine Parabel in w entspricht, deren Brennpunkt im 
Nullpunkte Iiegt, und deren Axe einer Geraden in 2 entspricht, die 
ebenfalls durch den Nullpunkt geht und der frfihcren Geraden 
parallel ist. Der Winkel, welchen zwei nicht durch den Nullpunkt 
gehende Gerade in 2 mit einander bilden , ist nun ebenso gross, 
wie der Winkel, unter dem sich die entspreclienden Parabeln in w 
schneiden; unter demselben Winkel schneiden sich auch die durch 
den Nullpunkt gehenden parallelen Geraden in 2 , welchen die Axen 
der Parabeln in w entspreclien. Da aber der Nullpunkt Verzwei- 
gungspunkt von 2 ist , und zwar m — 1 und — 2 , so bilden 
die Axen der Parabeln den doppelten Winkel mit einander. 

Ausserdem erhellt aus der obigen allgemeinen Betraehtung, 
dass die Punkte der w-Flacke, welche Siebeck Brennpunkte 

nennt, und die dadurch charakterisirt sind, dass in ihnen = 0 

ist, zugleich Verzweigungspunkte sein werden, und zwar solche, ftlr 
welche fj, )> m ist. 


*) Siebeck: Ueber die grapliische Darstcllung imaginarer Fnnctionen. 
Crelle’s Jouvn. Bd. 55. pag. 239. 
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§ 41. 

Wenn e i n e Function w f ii r j e d e n Worth von ~ 
n Wert he besitzt nnd nnr cino ondliche Anzahl von 
Maleu unendlieh wird, so ist sic cino al gcbrai scho 
Function. 

Man bezeichnc mit w u w 2 , — w„ die >i Wertho von ?«, welcho 
einem bestiimnten Wertlie von z entsprechen. Bildet man nun das 
Product 

S = (o — w t ) (o — w 2 ) (o' — w n ) 

worin o eine beliebige von z unablhingige' Grosse bedeutct, so ist 
S symmetrisch in Bezug anf w u w. 2 , •••• w n . I/asst man z irgcnd 
eine scheinbar gesehlossene (§ 12) Linie beschreiben , so werdon 
zwar einige oder alle der Wertho w x , «? 2 , • • • w n sicli geiindevt 
haben, aber in den n unmittelbar tiber cinandcr liogenden Punkton 
der z-Flaehe wird w wieder die namlichen Wertlie nur in anderer 
Anoidnung besitzen , folglieh liat sich S, als Function von z be- 
trachtet, dabei nicht geiindert. S ist also in alien Punkton ein- 
andrig, und daher eine einwerthige Function von s. Ausserdem 
wird S nur da' unendlieh gross, wo einer oder mehrere der Wertho 
w 2 , ••• vj u unendlieh gross werden. Jeder der Jetzteren wird 
der Annahme nach nur eine endJiche Auzahl von Malen unendlieh, 
also findet dasselbe aucli hei S statt. Demnach ist S eine ein- 
werthige Function, welche nur eine endliehe Anzahl von Malen 
unendlieh wird, und daher nach § 32 eine rationale Function 
von 3 . Ist nun z = a ein Unstetigkeitspunkt von w, der nicht 
zugleich ein Verzweigungspunkt ist, nnd ist in diesem w/ c unendlieh 
gross, und zwar « Mai, so ist 

w/. ( z — a) a und also aucl) (o' — w/ c ) (z — a) a 
in a nicht unendlieh gross (§ 29). Ist fewer z — h zugleich Un~ 
stetigkeitspunkt und Verzweigungspunkt, und hilngen in demselben 
fj, Blatter zusammen, so fallen in ihtn aucli Wertlie von w anf 
einander. Bezeichnet man diese mit w 2 , ?o /t , nnd mit /? 
die Anzahl der Male, wie oft w in b unendlieh gross wird, so sind 
nach § 38 die Grbssen 

l L l 

w i i z — &)-“ J W 2 (z — l))v, 10 ft (z — b)f* 

uud folglieh auch 

l l P_ 

(cr — to, ) (z — b)p , ( a — w 2 ) (z — V)f-< , (o' — w fl ) (z — b) 

nicht unendlieh gross. Demnach bleibt auch ihr Product 


uiu ujibieugivenspuuKie, uie meat v erzwejgungspunKte sma, 

^l? • • • ' bv 

die Unstetigkeitspunkte, die zugleich Verzweigungspunkte sind, und 
man bezeicline die zugehorigen Ordnungszahlen a und /? tnit ent- 
sprechenden Indices. Multiplicirt man dann S mit dem Ausdruck 

■Z={z~ (2 — • • • - (2 — a x ) tt l 

(z — &,)& (2 — » a )A . (s — hv)Py , 
so blcibt das Product 

S . Z = (<r — u^) (<7 — w%) (o' — w n ) (z a!)"! (2 — a*)®* 

(2 — (z — b .^ 1 (z — & 2 )& • . . (2 — bp')^ v 

fiir alle Werthe a und b, also iiberhaupt fiir alle endliclien Werthc 
von 2 endlich. Detnnach ist SZ eine einwerthige Function, welche 
nur fiir 2 = GO und aueh hier nur von einer endliclien Ordnung 
unendlich gross wird ; folglicb ist (nach § 31) SZ eine gauze 
Function von 2. Nun wird in SZ zuerst jeder Factor von Z fur 
a — 00 unendlieb gross ; bezeichnet ferner h die Anzahl der Male, 
wie oft w fiir 2 = go unendlich gross wird, so ist die Anzahl der 
Male, wie oft SZ fiir z — c© unendlich gross ist, gleicb 

h _j_ 2 a -|- 2(3 = m 

und dies ist gerade die Anzahl der Male, wie oft w iiberhaupt uu- 
endlich gross wird. Bezeichnet man diese Zahl mit m , so ist SZ 
eine gauze Function vom ?«ten Grade von 2. Nimmt man nun anf 
die Grosse ff Riicksicht, so ist SZ auch eine ganze Function von 0 
vom nten Grade. Denkt man sich also SZ nach Potenzen von a 
geordnet, so kann man sagen, dass SZ eine ganze Function von g 
vom nten Grade ist, deren Coefficieuten ganze Functionen von 2 
sind, die bis auf den mten Grad steigen, was Riemann durch das 
Zeichen 

n m 

F (or, 2) 

auszudriicken pflegt. Diese Grosse verschwindet, wenn g einen der 
Werthe w lt w> 2 , • • . w„ erhalt, und daher sind dies die n Wurzeln 
der Gleichung 

n m 

F (w : 2) = 0 . 

Folglich ist eine n-wertliige Function, diemMal un- 
endlich wird, die W u r z e 1 einer a 1 g e b r a i s c h e n G 1 e i - 
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Acliter Abscliuiit 

Integrals 


A. Integral e iitoer geschlossene Linion ausgedehnt. 

§ 42. 

Wir schreiten jetzt zu einer Vervollstluidigimg dor im Ab- 
schmUe ][V. gegebcnen Siitze, wobei winder nlle uicht polaron Un- 
sto tigkei en ausgeschlossen bleiben. Naoh don im vorigon Absclmitto 
feslgeatell ten Begriffen dber das Unendliehwordon to *“ 

konuen wir den m § 20 abgeleiteten Sab so aussproolian • , 

zieht man das Integral p,0C " 011, 


/ 0) dz 


‘ u erne geschlossene Linie, die nur einen Unstetigkeitspinikt a 11 m- 
giebt, watcher kein Verzweigungspunkt ist, und in wolohem /' (~) 
von der ersten Orduung unendlich gross wird, so ist ' ( ~ 


/ (z) dz = 2 7 ri lim (z — a) f ( z ). 


Wiv untersuchen mm den Wertl. dieses Integrals, wenn / M i„ „ 
nnendl.eli gross von der nten Ordnung ist. Nacli g 29 4t in der 
Nachbarschaft des Punktes a 1 

(82} /•<*)”=-— +^-£—-4 I i , cW , 

*-o 1- + (l _ a y, H + 

wo f(a) far z = a endlicll und stetig bleibt. Bildet man nun 

Linie so kann^an ^ a tim §’ebende geschlossene 

kS rjirirLt 1 kw - um - 


ip ( 2 :) dz = 0 , 
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14 5 


ferner 

Setzt man sodann 
so folgt 


c dz 


= 2ttl c . 


— a 

r (cos (p -j- i sin cp) 

{k + 1 ) . 


m 


I c dz c. i l 

) "* ~~ r Tc — ) ( cos 1 '9 ~ 1 sin k( P) d V- 

0 

Dieses Integral verschwindet aber, weil fi'ir jeden von 0 versphie 
denen ganzzahligen Werlh von /• 


2/r 


27T 


J 8i 


sm kep dip = 0 


j cos hp dip — 0 
o o 

ist. Demnach ist fllr jeden von 1 verschiedenen Werth von k 


cW dz 

(s-oF 


o. 


Aus dem Ausdrucke (32) verschwinden also bei der Integration 
alle Glieder mit Ausnahme des ersten, nnd man hat 

| / (z) dz = 2 7vi • c. 

Demnach ist dies Integral steta gleich Null , wenn in dem Aus- 
drucko, der die Art dcs Unendlichwerdens von / (z) angiebt, das 

Glicd — - — fehlt; bcim Vorhandensein dieses Gliedes aber hat das 

Z — a 

Integral den Werth 2 me . 

Gehen wir jetzt zu eincm Verzweigungspnnkte fiber, Jst b 
ein Unstetigkeitspunkt, in welchem m Blatter der z-FIiiche zusam|nen- 
hangen, so hat man in der Nachbarschaft des Punktes b (§ 38) 

9 i 9" i | | i .#> i 

' z—b'‘ 


/'(=) 


T + 


( >-by 


(z — b)i 

+ 


(z — b) 1,1 




7 +V W- 


C z — by 11 

wo i/> ( 2 ) in z — b endlich und stetig ist. Bildet man nun 
^ f (z) dz bezogen auf cine den Punkt b umgebende gesclilossene 
Linie, so kann man dazu einen beliebig kleinen Kreis wfijden, 

Durfsgo, li’unct. coiupl. Var. 2. Aufl. 10 


I 


I 


■ 
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(lessen Peripherie aber mMal durclilaufen vverden rmiss, damit er 
geschlossen sei. Nun ist wieder zuerst 


ferner f(ir 


J xp (a) dz = 0, 
z — h — r (cos <p --j- i sill cp) 


j _^L“£ = j i d(p = 2mTrifi(»>\ 
o 

Bedeutet endlich /<• eine von m verseliiedene gauze Zalil, so ist 




= S (cos 


. (z — b) 


(z — Ji) i>i (z—h) 


(p — i sin 


cp) (Up, 


Nun ist aber wieder 


Jc — m 

cos — < p (Up 


2 rn 7 

0 , jsi 


. k — m 

Sill cp dep = 0, 


so langa k nicht gieich m ist, mid dnher ist aucli 

(^ = 0. 

J (z — &)/« 

Also verscliwinden bei der Integration des Ansdrnckes (33) 
alle Glieder mit Ausnahme von mid folglicli ist 

^ / ( 2 ) dz — 2 

Deinnach verschwindet aucli dieses Integral immer danu , wenn in 
detn Ausdrucke , welcher die Art des Unendlichwcrdcns von / ( 2 ) 

angiebt, das Glied fehlt , und man kann allgcmein den Satz 

aussprechen: Das Integral \ f (z) dz genoramen um einen 
Unstetigkei tspunk t, um welchen die s-Flftohe sioh 
?»MaI windet, und in welch era nur eine polarcUn- 
stetigkeit stattf'indet, hat dan n und nur dann einen 


; 
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von Null verschiedenen Werth, wenn in dem Aus- 
drucke, welch er die Art des Unend lichwerdens von 
/ (z) a n g i e b t , das G I i e d , das von d e r ersten Ordnnng 
unendlich gross wird, vorhanden ist; und dieser 
Werth' ist d a n n g 1 e i e h 2 m rri Mai dem C 0 e f f i c i e 11 1 e n 
dieses Gliedes. Wenn der Unstetigkeitspunkt kein Verzwei- 
gnngspunkt ist, braucht man nur m — 1 zu setzen. 


§ 43. 


Sclion im § 14 ist der Vorstellungsart gedacht worden, nacli 
welcher man sich die unendliche Ebene als eine Kugel mit nn- 
endlich grossem Radius, also als eine geschlossene Flache , und 
dann den Worth z = CO durch einen bestimmten Punkt reprasen- 
tirt denken kann. In diesem Falle kann man ' auch von geschlos- 
senen Linien reden, welche den unendlich entfernten Punkt urn- 
geben. Wir wollen nun untersnchen, wie sich Integrale verhalten, 
wenn sie auf solche geschlossene Linien bezogen werden. Diese 
bilden, aucli wenn man sich die unendlich grosse Kugel wieder in 
der Ebene ausgebrcitet denkt, geschlossene Linien , aber dasjenige 
von der Linie begrenzte Gebiet, welches den Punkt z == go ent- 
halt, liegt in der Ebene ausserhalb der geschlossenen Linie. 

Fuhrt man statt z eine audere Variable u ein, indem man 



f (=) = 9 («) 

setzt, wo h und A- zwei beliebig zu wahlende Punkte bedeuten 
tudgen, so entspricht jedem Punkte z ein Punkt v und uragekehrt. 
Den Punkten z ===== h und u == k aber eutsprechen resp. m = Go 
und s = go. Setzt man 


so wird 


z — h === r (cos y> -j- i sin y>), 
u — k — (cos (f — i sin ( p). 


Beschreibt nun z eine geschlossene Linie Z , welche den Punkt h. 
umgiebt , so wkcbst cp von 0 bis zu einem Vielfachen von 2 n\ 
daher umgiebt auch die entsprechende, von u beschriebene Linie U 
deh Punkt k, und zwar in ebenso vielen Umlkufen , wird aber in 
entgegengesetzter Richtung durchlaufen. Geht ferner z von der 
Peripherie von Z nacli aussen , so wachst r, oder der Modul von 
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u — k ab , und 
innen. Demnach 


2 — /*, folglick nimrnt oder der Modul von 

dalier geht u von dev Peripherie von U liacli 
entsprechen alien ausserhalb 2T liegenden Punkteii s solclie Puukte u, 
die innerhalb U liegen. Betrachtet man jetzt die Curve Z als die 
Hegrenzung des ausserhalb liegenden Flftchentheils , so ist die po- 
sitive Begrenzungsrichtung far diesen die entgegengesetzte, wie ftir 
den iuneren FlUchentheil ; duller werden ^ und U gleicbzeitig in 
der positiven Begrenzungsrichtung der einander entsprechenden 
Fliichentheile durclilaufeu. 

Nun ist 

/ 0) = <f O) r ,lz = 
also erhiilt man 


/ 0 ) (h - 


iht 

~ ( u — / ) 
cp (?/) llu 

-(u-W’ 


mid darin beziebt sicb das erste Integral auf die Curve Z, und das 
zweite auf die entsprechende Curve U, auf beide in positiver Be- 
grenzungsrichtung erstreckt. Hat man nun bei einer gescblossenen 
Flilche eiue Curve Z , welclie den Punkt CO umgiebt, so ist diese 
in der Ebene eine geschlossene Linie, welcho don ausserhalb lie- 
genden Flitclientheil begrcnzt. Der beliebig anzimehmende Punkt h 
kann immer so gewalilt werden , dass or innerhalb der Curve Z 
liegt, dann entspricht der Fl&cbentheil, welcher den Punkt z <=» GO 
enthiilt, deni innerhalb U liegenden Fliichentheile , und auf die 
positiven Begrenzungen dieser Fliichentheile erstreckt gilt die vorige 
Gleichung 

i r 

Cp (u) llu 


S /(s),fe= - S 


(m — F ) 2 


Beschaffeuhcit der Function 


ab. Nun 


hangt also von der 
brauclit man liur 


Der Worth des Begrenzungsintegrales j) f (z) dz 

y(») 

(t< — k)- 

solclie Curven Z zu betrachteu, welclie abgesehen von dem Punkte 
« — co, keine Uustetigkeitspunkte enthalten, dann wird auch <j> (u) 
innerhalb U liocbstens fUr u « lc unendlich gross ; es komrnt also 

<P ft.- k 


darauf an , ob und wie , , v 

(« - *0 

Dieser Ausdruck ist gleich (z - 
lim (& 

ist , so ergiebt sich, dass zpr 
integrals nicht sowolil die Besch affe n h ei t der Function 
fiz) als vielmellr die der Function » 9 / (z) im Punkte 


fUr u = k unendlich gross ist. 
und da fUr z — co 

?0 2 /(z) , 

Ermittelung unseres Begrenzungs- 


JU uci puoiuvcu JOegreilMlUgsrienuing UCS I 1 iaCUCUS LUCKS , UaS 

deu Punkt oo entlnilt, genommen wird, del* Integralwerth das eut- 
gegengesetzte Vorzeichen erhalten muss. 1st also s 2 /(s) ftii* s » co 
endlicb, d. h. ist 

lim zf 0) = 0, 

so ist das Integral Null; es geniigfc also hiezu nicbt, dass / (z) 
endlich bleibe, es muss vielmehr unendlieh klein mindesteus von 
der zweiten Orduung seiu. 1st lerner 3- f (z) unendlieh gross von 
der ersten Orduung, d. h. ist 

lim 3/(3) endlich uud von Null verschieden, 

so ist 

| / (3) ilz = — 2 tvi lim zf (3), 

'das Integral in der positiven Begrenzuugsrichtung um deu Punkt 
co genommen. Im Allgemeinen hat das Integral dann und nur 
dawn einen von Null verscliiedeneu Worth, wenn in der Eut- 
vvickeluug von / (3) nach steigenden und fallenden Potenzeu von 3, 
ein Glied von der Form 

V 


vorliandeti ist. 

Als Beispiel diene zuerst 



hier ist 

lim zf (3) = lim • - 7 -- ,, = lim — — = 0 , 

— — 1 - z 

also ist das Integral, bezogen auf eine den Punkt co umgebende 
Linie, gleich Null. In der That ist jede, die beiden Punkte 
3 — — i und z = -f- i umgebende Linie zugleich eine den Punkt 
co umgebende , da die Function weiter keine Unstetigkeilspunkte 
hat, und wir haben schon § 20 gesehen, dass ftir eine solche 
Linie das vorliegende Integral den Worth Null hat. 

Z vv e i t e 11 s. Wird das Integral 
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w f , eh 1 ie , Lhlie ura den NuIIpunkt in der Richtung der wachsonden 
Wmkel bezogen, ao bat es den Werfb 2nL Dieselbe • 

^ 0i " C *" PmM - umgebendc, ^ 

(S) “T 11U1 * den einen tJjistetigkeitapunkt s = 0 beeitzt. Obgleich 
nun bier f(z) far 3 = ao nicht nnendlich gross ist i 1B f 7 , 
das Integral einen von Null verschiedenen Word,, weil ' 


ist. 


[iim zf(z) 1 = li m 

J ^== 00 

Man erba.it demnacb 




{ 


ch 


2 7t i, 


grenzt, der den Pnnkt cc enthiilt. P Klclllll "S be - 

D niton 8 kann man liienach den Weitli des Integrals 

Jn-z. 

zuachliessen. Nun ist bier ^ Unstet, S IvWt 8punkt em- 


lim zf (z) = ii m 


Y 1 ~ 


also wird 


VT - . ± 


z2 


J ~ 27f } 


d" 5EFTX * 

bis an den Verzweig'une’sschniff- h n „ ‘ ^ Und * llrn ^ e b 

tat, dass die “■ 

zweigungsscbnittes , in der Richtung von ~ 1 JS 
noramen, ina ersfen Blatte daa Vorzeichen 1 a a\ + 1 g< 
rechten Seite desselben pk^ii . icl]en i “K und daher auf dc 

- habe (vgl. S it) "0 let a b ” dM 

Son Win kef integrirt’ (um den Pnlt S, ^ " D ®. ** ab »e'™er 

Begrenzungsricbtiing), berum m der positive] 
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Da nun liier alle Elemente des Integral^ positiv sind, so muss auch 
J positiv seiu, und man erhillt 


ji/rb i- + Stti 

o 

und daher aucli 

ilz n 

yf -& = 2 * 

0 

Ueber den Umstand, dass dies Integral einen endlichen Werth er- 

halt, obgleich die Function -- - - - — fur z — 1 unendlich gross 

Y i — z 2 

wird, vergleiclie den folgenden §. 

B. Integrate iiber nielit geschlossene Linion. Unbestimmte 
Integralfunetionen. 

§ 44. 

Wir behandeln in diesem Abschnitte die Frage, ob und unter 
welchen Bedingungen eine Integralfunction endlich bleibt, wenn die 
obere Grenze derselben entweder einen Werth erreicht, ftir den die 
Function unter dem Integral/.eichen unendlich gross wird, oder selbst 
sioli ins Unendliche entfernt. Wir untersuchen ferner, in welcherWeise 
die Integralfunction unendlich gross wird, wenn sie in diesen Fallen 
nicht endlich bleibt. Dabei beschranken wir uds aber auf solche 
Integrale, die unter dem Integralzeiehen eine alge braise lie 
Function onthalten. 

Sei 

F( 0 = 

h 

die zu betrachtende Integralfunction, worin h eine beliebige Con- 
stante bedeute. Wir beriicksichtigen bei derselben nur solche Inr 
tegratiouswege , welchc del- Function denselben Werth zuertheilen ; 
die nachsten Abschnitte werden zeigen, dass die durch die ver- 
schiedenen Integrationswege hervorgebrachte Viekleutigkeit einer Inte- 
gralfunction den bier anzustellenden Betracbtungen keinen Eintrag thut. 


t 

( 9 ( z ) dz 




imeffrairiiuctioneu. §44 

Nimmt man zuerst an , <p (2) werde in einetn Punkte - — 
du kem Verzweigungspunkt ist, imendlich gross von der nten O r 
nung, so kann man nach § 29 scizen 0lt 

) cp (2) = — G J 0 1 1 d >0 

z~a^T (z- a)* r + (z~ cl) n + V'C*), 

wo ip (z) fa r a = a endlich bleibt. Hioraas folgt 


V 00 = C 4- c " f i /2 1 

J 3 fl ~ J(z- fl) st 


+ I l P 00 ds. 


Darin ist das Ietzte Glied eine fii,. , 

*— — hei 

F( l ) — clog (i — a ) Si C _T c(») 

t~a 2 (*--«)* 

+ A ( 0 - 

Lasst man nun den Integrationsweg in dem Punkte # v 

so unterschcidet sich dio lnfA^-oW? *• m 1 n <to 1 — a oiidigen 
Hel, bleibcndcn Felton CiuC '' in “ «d- 

log (< - <0 enthiUt. Man 8 a s t i„ dLfm Falle”? ° d “ 8 , G ' iCC 

lognntlimiscli „„end,ich. Dieser S S' VwTU£ 

us .note (M) far 9 (,> das Qliea ji_ vorhanden ist. Fchlt da- 

voT n e in r e ga^» d ’ord„“ «ld? S h l ' i,hm " 9 f ° rt ’ "” d "» *W 

p (0 far 1 = 0 nur dann, wenn ' S1 '° SS ' Abor e " dlich bll!ibl 

Jim (z — a) cp (z) =- 3 0 

H . endlich bleibt. 

gleich e ia Verzwlltl^ ^eitspnnkt « sei z„- 

z-Flache znsan.n.eni: Tat m8 ?S §“ 


(35) 93(2;) 


<P (s) -j 2 — _ _j_ _j_ gi>») , g(«»+i) 

{z~a)m (z — a )m z ~ a ' Hlztl 

, ; . (*-«) ’» 

• * * •• • -j- ip (s), 

wo y>(z) fav z = a endlich bleibt. Man erhalt hieraus 



+ *( 0 . 

wenn wie obeii mit X(t) das letzte endlich bleibende died rnit 
Hinzuziebung der von der unteren Grenze h herriibrenden Constanten 
bezeichnet wird. 

Wenn nun in diesern Ausdrucke bochstens die m — 1 ersten 
Glieder vorbandcn sind , so bleibfc F(i) fiir t = a endlich. Dieser 
Fall tritt ein, wenn aucli in ( 35 ) hbckstens die m — 1 ersten 
Glieder vorhandcn sind. Dann ist 9(2) bochstens von der Ord- 
m — 1 

nung — -- — uuendlich, und folglich 

lim {z — a) cp {z) = 0. 

Demnacb ist die Bedinguug fiir das Endliclibleiben der Function 
I 1 (t) hier dieselbe wie vorbin , und wir erbalten den allgetneinen 
Satz : 

1) Die Integral function 

t 

F (0 = ^ (J>(z)dz 
h 

einer algebraisclien Function 9(2) hat fiir t = a 
d a u n u n d n u r dann c i u e n e 11 d 1 i c hen VV e r t h , wenn 
lim (2 — «) 9 (~) — 0 ist. Ferner ergicbt sich Folgcndes: 

2 ) Ist lira (2 — 9)9(2) endlich, aber von Null verschieden, 
so ist F(t) fiir t = a logarithmisch unendlich. 

3 ) Hat lim (2 — «),'<• 9 (2) fiir einen ganzen oder gebrochenen 
Exponenten der grosser als 1 ist, einen endlichen von Null 
verscliiedenen Wertli, so ist F(t) von einer ganzen oder gebroche- 
nen Ordnung, und wenn in der Entwickelung von 9(2) das Glied 

von der Form vorhanden ist, zugleick logarithmisch unendlich. 


§ 45 . 

Wir baben nun noch den Werth t = co zu untersueben. 
Durcli die schon mebrmals angewendete Substitution 



ftihren wir diesen Fall auf den vorigen zurticlc. Sei 
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cpi ( u)du 
u 2 


Die Beschaffenlieit von F 1 (r) riclitet sicli also nach dor Beschaffen- 
lieit der Function — ftlr den Worth u => 0. Die Ergebnisse 
des vorigen § liefern dann Folgcudes : 

7>i ( «) I 


1) ( T ) ist endlichj wenn 


2) F i ( x) ist logarithraisch uncn dlicli , wenn lira p ' --- endlicli 
und niclit Null. 

3) F\ (0 ist Von einer ganzen oder gobroclienen Ordnung (oder 
auch zugleich logarithmisch) une.ndlich, wenn ftlr fi > 1 


u <jp'|(w)| endlicli und niclit Null ist, 


also schliesson wir: ftlr « = oo ist 

1) -F(«) endlicli, wenn fliid #^(s)3 =0, 

**co 

2) F(t) logarithmisch unendlicli, wenn lira zcp(z) endlicli uud 
niclit Null ; 

3) F(£) von einer ganzen oder gebrochcnen Ordnung oder auch 
zugleich logarithmisch unend lich, wenn lim endlicli und niclit 

■ ' * , , , . .t i • t , “ 

■ '■ , a ■ ■ 


logaritlimiseh unendlicli fiir z = go. 

t 

bleibt endlicb fur t — -f- 1 und z = H ~ 

— — * 

o 

und auch fur z = go, ist also fiir jedeu Wertb von z endlicb. 

it 

- 1 - - Jr (lz bleibt endlicb fiir t — + 1 , und wire! fiir 
o 

i — oo von der ersten Ordnung unendlicli. 

i 

- — — _ — bleibt endlicb fiir t = -J- 1 und 

c i - « v-) y (i -^o- /*-■-■-) ~~ 

0 

= Hr ebenso fiir z — co, und wird fiir z — + •— loga- 
rithmiscb unendlicb. 



Hem iter Absclmitt. 

Einlach und mehrfach zusamiiieiihaugende. Eiachen. 


§ 46. 

Fiir die Untersucliung der Vieldeutigkeit einer Integralfunction 
S /(-) <lz ist von besonderer Bedeutsamkeit die Beschaffenheit der 
z-FUiche fiir die unter dem Integralzeicben stehende Function f(z) 
in Riicksicbt auf ihren Zusammenliang. In dieser Beziehung ist 
schon in § 18 der grosse Unterschied bervorgetreten , welcher 
zwischen solchen Flachen staitfindet, in denen jede gescblossene 
Linie fiir sich allein die vollstandige Begrenzung eines Flilcben- 
theile§ bildet, und solchen, in denen niclit jede gescblossene 
Linie diese Eigensebaft besitzt. Wir miissen nun zuvorderst die 
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Flachen in Beziehung auf diesen Uuterscbied etwas nflticr ins Auge 
f'assen. *') 

Man nennt nacli Riemann die Flachen der ersteren Art ein- 
fach zusammenhilngend, die der zweiten Art mehrfaeh 
zusam menhfingend. Einfach zusammenhilngend ist z. B. cine 
Kveisflacho, die FUlche einer Ellipse, iiberhaupt jedo Fllloho, welclie 
nur aus einem Blatte besteht und von einer Linio bogrenzt wird, 
die einfach in sieh zurUcklUuft, ohne sich selbst zu sclmeidcn. 
Mehrfaeh zusammenhiingendo Flachen kiinnen entstehen, worm aus 
.einfach zusamraenlnlngenden Unstetigkeitspunkte durch kleino Kreise 
ausgeschlossen werden. Schliesst man z. B. aus oilier Krcisfliicho 
einen Unstetigkeitspuukt a dadurch aus, dass man ihn mit einem 

kleinen Kreise k (Fig. 25) mngiebt, so 
entsteht oine FUlche, dio nicht mclir 
einfach zusammenhilngend ist ; denn 
*ieht man urn k heruin cine goschlosscne 
Linio m, so bildet dieso fttr sich allein 
nicht die vollstilndigo Bogronzung eincs 
Flfichcuthoils , soudern erst mit Zti- 
ziohung entweder des kleinen Kreises 
fc, oder des itussereu Kreises n. Es 
kdnnen aber FUlchen auch ohne alio 
Ausscliliessung einzelner Punk to melir- 
fach zusammeuhilugeud sein , wonn sie 
Verzweigungsp.unkte bositzen und daher 
aus molivercn BUlttern bestohen, dio tlbor die Verzweigungsschnitto 
hinttbor in einandor tibergehn. 

Es kommt uns nun zunilchst darauf an, eiu bestimmtes Koun- 
zeichen zu gewinnen, aus welchem man orschen kaun, ob oine ge- 
schlossene Linie flir sich allein eine vollstilndigo Begrcnzung bildet 
oder nicht. Dazu fttbren die folgenden Betrachtungen ; dioso beziohon 
sich zwar im Allgemeinen auf beliebigo FUlchen , doch werden 
solche ausgeschlossen, die sich kings einer Linio in zwoi odor 
mehreve BUltter spalten. 

Zwei Fl&chentheile heissen Uberhaupt zusummenhftngond, wenn 
man aus einem Punkte im Inneren des oinen Theiles auf einer un- 
unterbrochenen Linie zu einem Punkte des anderen Thoiles ge- 
langen kann, ohne eine Begrenzungslinie zu tlberschreiten ; ira eut- 
gegengesetzten Falle heiBsen die Fliichentheile gotrennt. Wenn nun 
ein Theil A einer zusammenhilngenden FUlche durch eine Linio 


*) Wir wordeu hier und Im Folgenden untor einor goschlosscneu Linie 
steta eine solche veistehen, die einfach in sich zui'iiclcliiuft , ohne sich selbst 
zu durchaohneiden. 


Fig. 25. 
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vollstandig begrenzt ist, so wird er durcb seine Begrenzung von 
dem iibrigen Theile B der Flache getrennt, indetn es nicht mog- 
licli . ist, aus dem vollstandig begrenzten Theile A in den anstossen- 
den B zu gelangen , ohne die Begrenzungslinie an irgend einer 
Stelle zu ilberschreiten ; und es ist klar , dass eine geschlossene 
Linie uur dann einen FlSchentheil A wirklieh vollstandig be- 
grenzt, wenn zwiscben diesem Theile und dem iibrigen ein Zu- 
sammenbang nicht stattfindet. Hierauf lasst sich ein Criterium 
stiltzeu, an dem man erkennen kann, ob in einer Flache T eine 
geschlossene Linie m fttr sich allein eine vollst&ndige Begrenzung 
bildet oder nicht. Wenn man nilmlick von irgend einem Punkto 
der Linie m aus nur auf der einen Seite an die Begrenzung 
(den Rand) von T gelangen kann, ohne die Linie m zu iiber- 
schreiten , auf der anderen aber nicht, so bildet die auf 
der letzteren Seite an m anliegende Fl&che einen getrennten Theil 
des Ganzen, der also von der Linie m allein vollstandig begrenzt 
ist. Kann man dagegen von einem Punkte der Linie in aus zu 
beiden Seiten an den Rand von T gelangen, ohne m zu iiber- 
sclireiten , so liangen auf beiden Seiten die an m anstossenden 
Flachentheile mit solchen zusammen , die am Rande von T sich 
befinden. Daher giebt es in diesem Falle keinen von der Linie m 
allein begrenzten Fl&ehentheil, der einen getrennten Theil des Gan- 
zen ausmacht. Die Linie m bildet also dann ftir sich allein nicht 
eine vollstamdige Begrenzung. (Vgl. hiezu Fig. 25, wo man von 
einem beliebigen Punkte der Linie m aus auf der einen Seite an 
den Randtheil 1c, auf der anderen an den Randtheil n ge- 
langen kann.) 

Dieses Kennzeichen lasst sich unmittelbar nicht anwenden auf 
ganz geschlossene Flachen , die, wie z. B. eine Kugelfklche, gar 
keine Begrenzung liaben. Man kann aber einer solchen Flache 
dadurch eine Begrenzung geben, dass man aus ihr an einer ganz 
‘beliebig zu w&hlenden Stelle einen unendlich kleinen Kreis, oder, 
was dasselbe ist , einen einzigen Punkt , herausgenommen denkt. 
(Man denke sich etwa ein Blatt der Flitohe an irgend einer Stelle 
mit einer Nadel durchstocben.) Dieser Punkt oder die Peripherie 
des unendlich kleinen Kreises bildet dann die Begrenzung oder den 
Rand der Fldche. Wir werdeu in Zukunft eine geschlossene Fliiche 
stets in dieser Weise durcb einen Punkt begrenzt voraussetzen, der 
iibrigens an jeder beliebigen Stelle der Flache angenommen wer- 
den kann. Dadurch wird dann das obige Kennzeichen auch auf 
geschlossene Flkchen anwendbar. Es mogen nun zur Verdeut- 
lichung einige Beispiele angefiihrt werden: 

1) Eine Kugelflache ist einfach zusaramenljaugend. Dcnn 
zicht man auf ihr irgend eine geschlossene Linie m und nimrnt 
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ici-v.uo emeu i uimi x an, uer znr jJegTenzun '' 
dient, so kann naan von m a us limner nur auf der eincn Seite nach 
x gelangen, niemals auch gleichzeitig auf dor anderen Seite; da her 
bildet jede geschlossene Linie m fftr sicli allein cine vollaWdigo 
Begrenzung. 8 ‘ 


n rigG F1 ? che ? rd 211 e5ner *« wammenha 

gender), sobaid sie in jedem Blalte durch cine geschlosse 


2) Hat eine Flache einen Verzvveigungspunkt a , in wclchcm 
n Blatter der Flache zusammenhiingen , und begrcnzt man ein 
Flachenstflck durcli eine Linie, welclio den Punkt a in n CJmUtufon 
umgiebt und dadurch sich schliesst, so ist ein so begrcnztes 
Flachenstflck einfach zusammeiihflngend. Donn wio man dnrin auch 
eine geschlossene Linie ziehen mag, immor kann man nur auf der 
einen Seite derselben an den Rand der Flache gelangen. 

3) Eine aus zwei Blattern bestehende im Unendlichen ge- 
schlossene Flache, die zwei Verzweigungspunkte a und b (Fig. 36) 

besitzt , welche durch einen 

F,g ’ 36 ‘ Verzweigungsschnittverbunden 

• 7/t ' sind, is t eine einfach zusam- 

menhai )gende Flache. — Man 

{ 6 \ kann hier nur dreierlei Artcn 

l U ~jj • ) vou geschlossenen Linien 

J ziehen: solche die keinen, 

— solche die einen, und solcho 

^ die zwei Verzweigungspunkte 

O umgcben. Die erste und 
letzte Art sind nicht vvesent* 
lich von einander verschieden, 
denn je nachdem man eine 
solche Linie in oder n ala 

a noon « rw -4 . . Begrenzung des. inneron oder 

cuisseicn Fhlchenthe.ls ansieht, umgiebt sio entweder beide Veiv 
zweigungspnnkte oder keinen. Eine solche Linie wie m oder a' 
b, Met aber atets eine vollstitudige Begrenzung, denn man kann von 
j 1 “ mer nur au ^er einen Seite nacli dem beliebig ariznnelimen- 
den Begreneungspnnkte gelangen. Eine geschlossene Linie ondlicl,, 

,m hi"? e ‘?a n ^ mweI & un 8 B P an kt, z. B. a umgiebt, geht zwei- 
a Je " selben Iwruui, da sie beim Ueberachreiten des Verzwei- 
gungsscl.mites m das zweile Blalt tritt und dalier, um in das orate 

schnitt rmpli^ e * aDg ^ n m ° d i 8IC * 1 ZU 8c ^ Iie88eiJ j Verzweigungs- 

falls 1. Ub r cbra,<!n muM - D “ n " bildet sie eben- 

iaiis eme vollstiindige Begrenzung’. 
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Linie begrenzt wird (h und k Fie. 37 . 

“ e Linie vermuft im zweiten 
Blatte) ; denn jetzt bildet eine urn « U nd b 

} m . erste ” Blatte berumgehende Linie m 
<eme vollBtftndige Begreuzung, da man 
von ibr zu beiden Seiten an den Rand der 
rlache gelangen kann : namlrch auf der 
e.nen Seite nacb k direct, anf der anderen 

hintbe/! d “ Verzwei g“g®^»i(t 


5) Eine ans zwei BUHIern bestehende ,v„ it „• , 

schloaaene Flsche, welche vie,- paarweise *1 h " 3l ' Chen ^ 
schmtfe ab, c d verbun- 1 6 Se dUlcl Ver zwejgungs- 

deneVerzweigungspunkte Fi* o fi 

besitzt, ist mebrfack 

zusammenhangend (Fig. X 

38). Denn zieht man 
eine Linie m , welche die 
Punktea und b im ersten 
Blatte umgiebt, so kann 
man von derselben zu 
beiden Seiten nack dem 
beliebig anzunebmenden 
Begrenz u ngspunkte * gelau^en T a , L 
Blatte, so geschieht dies auf der ^ ® lse IBe etwa im ersten 
deren Seite\ber, i„d e m m„ d‘ T a " f dw 

sebreitet. Dadnrch gelano-t ma „ ,"n ^ rzwe W s <>>'ni<t tibei- 
olme die Linie zu treffen T L 2We ' te B,a, ‘ ,md 
verljinfr, den anderen VWeigungsscbnltSr ,n - cralen B1 “«« 
man ihn, so kommt man wieder in dn? ‘lichen; iibarsclireitet 
langt so ebeufalls nach *. ° 6rSte B att znrflck «»id ge- 



§ 47 . 

vielleicht nicl/ immer and i/ 86 ° S nan ’ dass raan > wenn auch 

Anzabl von Fallen I mSeh S ? doch ia «ner grosser 
Hinzufiigung von Begrenzuncslinien Fliicbe durcli 

bangende mnwandeln kann Holcim f • G ' nfach zu saromen- 
Begrenzung l,inzugef«gt wein M™**’ ** der ^«nglich e „ 
schnitte. Unte? eL t’ S " acl ! Qaer- 

gonteinen eine Linie ™,b,„de„. welcbe in Zl SS'ei™ £ 
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Fig. 39. 


greDzung begimit, in das Inn ere dor Flitche liineingeht und, indem 
sie nirgends weder eine andere Begrenzungslinie , noch auch sich 
selbst ttbersclireitet , in einera Punkte einer Begrenzung eudigt. 
Damit der Inhalt und die Tragweite dieser Definition deutlich lier- 
vortrete, betrachten wir die verscliiedenen Arten der Querschnitte 
etvvas ntther. Ein Querschnitt kann einmal zwei Punkte der nilm- 

lichen Randcurve mit einander vor- 
binden (ah Fig. 39), sodann zwei auf 
verscliiedenen Randcurven liegende 
Punkte (cd). Er kann aucli in dern- 
selben Punkte einer Begrenzungslinie 
endigen , in dom er bogonnen hat 
\a, (e/V/e), al&o cine gescblosscne Linio 
soin. Dies ist namentlich der Fall, 
wenn in einer geschlossenen FUlche 
ein Querschnitt zu ziehen ist ; denn 
da bei einer solchon die nrsprtingliche 
Begrenzung nur 'aus eineni oinzigen 
Punkte besteht (§ 46), so muss der 
Querschnitt in diesein beginnen und in ilun aucli endigen, wenn 
nicht der sogleich zu er with n cnde Fall eintritt, dass er in cinem 
Punkte seines frtiheren Laufes endigt. Es wurde nilmlich sclion 
bemerkt, dass die Querschnitte als Begrenzungslinion zu betrachten 
sind, die zu den sclion vorhandenen Begrenzuiigslinien hinzukommeii. 
Wenn daher ein Querschnitt angefangen worden ist, so werden 
seine Punkte sofort als einer neu hmzugekonmienen Begrenzung 
angehOrig betrachtet, und da nun der Querschnitt nur in cinem 
Punkte einer Begrenzung zu endigen braucht, 
so kann er aucli in cinem seiner frtiheren 
Punkte endigeu ( abedh Fig. 40). 

Aus domselben Grunde, weil nilmlich 
jeder sclion gezogenc Querschnitt mit zur 
Begrenzung gehbrt, kann ein folgender Quer- 
schnitt aucli in einem Punkte eines friiheren 
anfangen oder endigen (Fig. 40, wo ef ein 
frtihei'er, und gli ein darauf folgender Quer- 
schnitt ist). Schliesslich ist noch Folgendes 
bervorzuheben. Da ein Querschnitt memals 
eine Begrenzungslinie tiberschreiten darf, so 
darf er aucb niemals einen frtiheren Quer- 
schnitt tiberschreiten. Wenn daher eine zwei 
Begrenzungspunktc verbindende Linie einen frtiheren Querschnitt 
durchschneidet , so bildet eine solehe nicht einen, sondern zwei 
Querschnitte, indem einer in dein Scbnittpunkte auf hurt , und an 


rig. 40. 
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derselben Stelle ein neuer begiunt. So 
bilden z. B. in Fig. 41 die beiden Linien 
ab nnd cd niclit zwei, sondern drei Quer- 
sclmitte, n&mlich je liachdem ab oder cd 
zuerst gezogen wurde, entweder ab, ce , cd 
oder cd , ae, eb. Aehniicli werden von der 
Linie fghi zwei Querschnitte gebildet, 
namlich entweder fg h. g und gi, oder i g h g 
und gf. 

In alien Fallen ist ein Quersehnitt wie 
ein in der Flache wirklich ausgefiihrter 
Scbnitt zu betracbten , sodass in einera 
solchen allemal zwei Begrenzungslinien ver- 
einigt sind (die beiden , durch den Schnitt 
bervorgebrachten Ran der), von denen die 
eine dem auf der einen Seite, die andere dem auf der anderen 
Seite des Querschnittes anliegenden Flfichentheile als Begrenznngs- 
linie angehort. 

Was nun die Moglicbkeit anbetrifft, mebrfach zusammenhan- 
gende Fiachen durch Querschnitte in einfach zusammenhangendc 
urnzuwandeln, so mag dieselbe zunilchst in einigen einfachen Fallen 
zur Ansehauung gebracht werden. Zieht man z. B. in der durch 
die Linien k und n begrenzten Flache (Fig. 25) einen Quersehnitt 
be und rechnet beide Seiten desselben mit zur »Begrenzung , indem 
man sich die Flache langs be wirklich durchgeschnitten denkt, so 
kann man keine geschlossene Linie melir ziehen, welche k nmgiebt, 
sondern jede geschlossene Linie bildet fur sich allein eine voll- 
standige Begrenzuug. Dasselbe wird bei der durch die Linien h, k, n 


Fig. 41. 

Cty 



Fig. 25. 



Fig. 42. 


71 / 



begrenzten Flache (Fig. 42) durch zwei Querschnitte ab, eil ge- 
leistet. In dem letzteren Beispiele bemerke man zugleich, dass 
die Verwandlung in eine einfach zusammenhangende Fliiche auf 

DurSge, Fuuot. compl. Var. 2. Aufl. H 
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mehrfache Wcise, immer aber (lurch zwei Quersehnitte ah, cd be- 
werkstelligt werden kann , z. B. aucli so , wie Fig. 43 mid 44 
zeigen. 

Fig. 44. 


§ 48. 

Wir gelien jetzt dazu tiber, die Zerlcgbarkeit einor melirfach 
zusammenhangenden Fl&che in eino einfach zusammeiihkiigendo aucli 
ini Allgemeincn zu mitersuchen , und beweison dazu zunitchst eino 
Reihe vorbereitender Siitze. 

I. Wenu eine Fliiche T durch irgend einen Qnersclmitt ah 
nicht in getrennt© Theile zerlegt wird , so ist sie melirfach zu- 
sammenhangend. 

Beweis. Nehmen wir zuerst an, die Endpunkte a und h 
des Querschnittes liegen beide auf der ursprUnglichen Begrenzung 
von T, wobei jedoch das Zusammenfallen von a und h nicht aus- 
gesclilossen sein nidge. Da der Qnersclmitt ah der Annahrne naoh 
die Flaclie nicht in getrennte Theile theilt, so hiingen seine beiden 
Seiten zusammen, und man kann von einem Punkte c desselben 
aus eine geschlosseno Linie m zielien , welclie von der einen Seite 
des Querschnittes durch das Innere der Flache auf die andere Seite 
fflbrt. Eine solche Linie m aber bildet ftir sich allein nicht eine 
vollstkndige Begrenzung, denn man kann von c aus zu beiden 
Seiten von m l&bgs des Querschnittes an den Rand von T, namlich 
nach a und nach b gelangen. Mithin ist T wirklich ‘melirfach zu- 
sammenhjlngend. — Dasselbe findet statt, wenn der die Fltlche 
nicht zersttickende Querschnitt ein solcher ist, der in einem Punkte 
seines frtiheren Laufes endigt. (Vgl. Fig. 40, abed.) Denn als- 
dann .muss man auch von einem auf dem geschlossenen Theile des 
Querschnittes liegenden Punkte c aus eine geschlossene Linie m 
ziehen kdnnen, die von der einen Seite des Querschnittes zur an- 
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deren ftlhrt.*) Eine solehe geschlossene Linie m abcr bildet wieder 
nicht eine vollstandige Begrenzung, da uian von c aus zu beiden 
Seiten von m kings des Qnersclmittes an den Rand der Fl&che, - 
namlich nacli u , gclangen kann, (In Fig. 40 sind diese beiden 
VYege cba und cdba.) 

XL In einer mehrfach zusammenhangenden Flache ist es alle- 
raal moglich, einen Quersclinitt zn ziehen, der die Flache nicht in 
getrennte Theile theilt. 

Beweis. Da die Flache mehrfach zusammenhangend ist, so 
giebt es in ihr mindestens eine geschlossene Linie m,. die fttr sich 
allein nicht eine vollstandige Begrenzung bildet, und von der man 
also nacli beiden Seiten an den Rand der Flache ko rumen kann 
(§ 46). Man kann daher von einem Punkte c der Linie m aus 
zwei Linien ca und cb ziehen, die auf verschiedenen Seiten der 
Linie m durcli das Innere der Flache geheu und in den Punkten 
a und b des Randes endigen (wobei ct und b auch zusammenfallen 
konnen). Diese beiden Linien bilden dann zusarnmen einen Quer- 
schnitt ab, da sie zusarnmen ala eine Linie betrachtet werden kon- 
nen, die in einem Randpunkte a beginnt und , olme irgendwo eine 
Begrenzungslinie zu tibcrschveiten , in eiuem Randpunkte b endigt. 
Dieser Quersclinitt aber zerstttekt die Flache nicht, deDn man kann 
langs der Linie m selbst von der einen Seite des Querschnittes auf 
dessen andere Seite gelangen, sodass diese beiden Flachentheile zu- 
sammenhangen und nicht getrennt sind. v 

Anmerkung. Das Vorige lehrt zugleich, wie in einer 
inehrfiich zusammenhangenden Flache ein dieselbe nicht zerstiicken- 
der Quersclinitt gezogen werden kann, wenn man in der Fliicho 
eine geschlossene Linie kennt , die fur sich allein nicht eine voll- 
stiimlige Begrenzung bildet. 

III. Eine aus einem Stiicke bestehende Flache kann dnroh 
einen Quersclinitt lidchstens in zwei Stiicke zerfallt werden. 

Beweis. Entweder hangen die zu beiden Seiten des Qner- 
sclmittes liegenden Flachentheile zusarnmen, dann zerstiickt der 
Quersclinitt die Flache gar nicht ; oder sie hangen nicht zusarnmen, 
dann liegen jene Fliichentheile in getreimten Stticken. Betriige nun 
die Auzalil der letzteren mehr als zwei, so mtisste in den an der 
mimlicken Seite des Querschnittes liegenden Flachentheilen selbst 


*) Dies ist moglich, wenn z. B. imiorlialb des geschlossenen Theiles 
bed des Qnersclmittes ciu Verzweigungssehnitt sich hefindet, don die 
Linie m iiherschreiten kann, wodnrch sie in ein anderes Blatt gelangt., in 
welcliem sie dem Quersclinitt niclit begegnet 


1(34 Absclin. IX. Mclirfach zusammenliangcndc Fliielien. § <18. 


eine Unterbrechnng des Znsammenbanges eintreten , was nicht der 
Fall ist, da der Qnerschnitt nirgends eine Begronzungslinio tiber- 
schreitet.*) 

IV. Eine einfacli zusammenhiingende Flaclie wird durcli jeden 
Qnerschnitt in zwei gctrennte Tlieile getheilt, von denen jeder ftlr 
sich wieder einfach zusammenhitngcnd ist. 

Be we is. Der erste Theil dieses Saizes folgt unmittelbar aus 
1. und HI., denn wenn irgend ein Qnerschnitt die FUiche nicht 
zerstuckte, so konnte diesc nicht einfach zusammcnlitingend sein, 
nnd in naehr als zwei Theile kann die Fliiehe nicht zorfallen. Dass 
aber jeder der entstandenen Theile wieder fill* sich einfach zusa ra- 
in enhangend sein muss , ist ohne Weitcros klar ; denn da in der 
unzertheilten FUiche jede gescldossene Linio Fill* sich eine vollstRn- 
dige Begrenznng bildet, so gilt dasselbe anch von jeder geschlosse- 
nen Linie, die ganz inuerhalb eincs dor entstandenen Theile 
verUiuft. 

V. Eine einfach zusamnienlUlngendo Flilehe zerfilllt durcli 
q Querschnitte in q -j- 1 getrennte Theile, von denen jeder ftlr sich 
einfach zusaramenhangend ist. 

Beweis. Wenn man, nachdem die FUiche znerst durcli 
einen Querschnitt nach IV. in zwei getrennte Theile zerlegt ist, 
einen neuen Querschnitt zieht, so kann diescr,. da er don ersten 
Querschnitt nicht tibersebreiten darf (§ 47.), nur in dom einen der 
beiden entstandenen Theile vcrlaufen; diosen aber zertheilt er in 
zwei Tlieile, sodass zwei Querschnitte die FUiche in drei Theile 
theilen. Diese aind alle wieder filr sich einfach zusammenhttngend. 
Zieht man nun aufs Neue einen Querschnitt, so wire! wieder nur 
einer der schon vorhandenen Theile in zwei zerlegt, und so ftlgt 
jeder folgende Querschnitt nur einen neu entstehenden Theil liinzu. 
Demnach sind am Ende, nachdem q Querschnitte gezogen worden 
sind, q -j- 1 getrennte Theile vorhanden ; und diese sind alio nach 
IV. flir sich einfach zusamraenhilngend. 

Zusatz. I-Iieraus folgt unmittelbar: Ist von Anfang an ein 
FUichenaystera vorhanden , das aus a getvennten nnd ftlr sich ein- 
fach zusammenliiingenden Theilen besteht, so wird dieses durcli 
q Querschnitte in a -j- q ebenso beschafFene Theile zertheilt. 

VI* Wenn eine Flache durcli jeden Querschnitt in getrennte 
Theile getheilt wird, so ist sie einfach zusammenhUngend. — Denn 

*) Bei einern Querschnitte , dev in emcm Pnnkte seines fvtiheren 
Laufes endigt, besteht die eine Seite aus den von innen an den geschlos- 
senen Theil anstossenden Fl&elientheilen, die andere Seite aus den iibrigen 
Fl&ohen theilen. 
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ware sie melirfacli zusammenhangend, so kdnnte sie nach II. nicht 
durcli jeden Querschnitt zerstiickt werden. 

VII. Wenn eine Fl&che T durch irgend einen Querschnitt Q 
in zwei getrennte Theile A und B getheilt wird , von denen jeder 
fiir sicli einfach zusammenhangend ist, so ist auck T einfach zu- 
sammenhangend. 

Beweis. Wir zeigen, dass unter den gemachten Voraus- 
setzungen jeder in T gezogene Querschnitt diese Flaelie zerstiicken 
muss. Dies ist zuerst ldar von jedem Querschnitte , der ganz in- 
nerlialb A oder B liegt, also den Q nicht iiberschreitet, denn ver- 
lauft ein solcjier z. B. ganz innerhalb A, so zerlegt er A in zwei 
getrennte Theile (IV.), von denen der an Q anstossende mit B zu- 
sammen einen Theil von T , der andere einen zweiten von dem 
vorigen getrennten Theil von T bildet. Ueberschreitet aber ein 
Querschnitt Q' den Q ein oder mehrere Male, so wird er durch 
die Durckschnittspunkte in Stticke zerlegt, welche Querschnitte ent- 
weder in A oder in B bilden und daher (IV.) diese Theile wie- 
derum in getrennte Theile zerlegen. Man kann also weder in A 
noch in B von der einen Seite des Q' auf dessen andere Seite ge- 
langen. Dann ist dies aber auch in T, d. h. mit Hiilfe einer 
Ueberschreitung des Q , nicht mbglich , da man dabei imraer nur 
aus A nach B oder umgekehrt gelangt. Demnach zerstiickt Q' die 
Flache T ebenfalls. Da diese nun durch jeden Querschnitt in zwei 
getrennte Theile zerlegt wird , so ist sie nach VI. einfach zusam- 
menhangend. 

VIII. Wenn eine mehrfacli zusammenhangende Flache T durch 
einen Querschnitt in zwei getrennte Theile zerlegt wird, so ist von 
diesen niindestens der eine wieder mehrfacli zusammenhangend. — 
Denn widen beide einfach zusammenhangend, so kijnnte T nach VII. 
nicht mehrfacli zusammenhangend sein. 

IX. Wenn eine aus einem Stticke bestehende Flache durch 
q Querschnitte in q-\- 1 Theile zerfallt wird, von denen jeder ftir sich 
einfach zusammenhangend ist, so ist sie selbst einfach zusammen- 
hangend. 

Beweis. Jeder der gezogenen Querschnitte muss den Theil, 
in welchem er verlauft, in zwei getrennte Theile theilen, denn 
wenn auch nur ein einziger dies nicht th&te, so wiirden, da ein 
Querschnitt nach III. einen Theil denials in mehr als zwei Theile 
theilen kanu, am Ende weniger als q -j- 1 getrennte Theile vor- 
handen scin. Ware nun die gegebene Flache mehrfach zusammen- 
hangend , so wiirde der erste Querschnitt nach VIII. hocbstens 
einen einfach zusammenhangeuden Theil absclmeiden konnen, wahrend 
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der andere mehrfach zusammenhangond bleibt. Nirrimt man nun 
an, urn den giinstigsten Pall hervorzuhebon , class der Quersclmitt 
jedesmal in deni mehrfach zusaramenhitngenden Theile angobracht 
wil'd, und so, dass von diesem ein einfach zusammenhangendes 
Stttck abgeldst wird , so wiirde am Endo ein Theil tibrig bleiben, 
der nicht einfach zusammenhilngond ist. Ueberhaupt wiirden bci 
jeder Zerschneidungsart entweder weniger als q -j~ 1 Theile vor- 
hauden sein, oder miudestens einer dieser Theile wiirde mehrfach 
zusammenhilngend sein mltssen. 


§ 49. 

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu clem lbl- 
genden 

Ilauptsatz. Wenn eine EUlche oder ein FUlchcnsystem T 
auf eine Art durcli </j Quorsclmitte (>i in «, getrennte Theile, und 
auf eine zwoite Art durch q 2 Querschnitte 0 2 in « a gotrennto 
Theile getheilt wird, der Art, dass sowohl die u, Theile dor orsten 
Art, als auch die u 2 Theile der zweiten Art alio fUr sicli einfacli 
zusammenhiingend sind, so ist allemal 

( l\ w l " 

Beweis.*) Die beiden durcli dio Querschnitte 0, uud % 
aus T erzeugten FUichensysteme mcigen resp. 'J\ und 7 \ 2 lieisscn. 
Zieht man entweder in 7\ die Linion 0 2 , oder in 7' 2 dio Linien 
Qi-> 80 erhalt man beide Male das n&mlicho Flilchensystem , tiber- 
haupt die namlicbe Pigur. Dieses neue Flilchensystem heissc 
Die in 7\ gezogenen Linien 0 2 bilden zwar c/ 2 Querschnitte in 
dem ursprtinglichen Systeme T, allein in 7\ kann das anders sein, 
denn da einerseits, wenn Linien 0 2 ganz in Linien 0 t hinoinfallen, 
die ersteren aufhQren, als Querschnitte in 71, zu existiren, andoror- 
seits die Linien 0 2 durch die in mchrore Theile zcrlegt werden 
kdnnen , so kann die ADzahl der Querschnitte, die die 0 2 in 7\ 
wirklich bilden, kleiner oder auch grosser als cy 2 ausfallou. Ebenso 
kann auch die Anzahl der Querschnitte, die von den Linien 0, in 
dem Systeme 7 2 gebildet werden, von q L verschieden sein. Wir 
bezeicbnen die von den Linien 0 2 in 1\ gebildeten Querschnitte 
mit Qa, ihre Anzahl mit j 2 ; und die von den 0, in 7 T 2 gebildeten 
Querschnitte mit Q t , ilire Anzahl mit q^. Der Nerv cles Beweises 
besteht dann darin, dass wenn 

q% —* q% — j— in 


*) Miemann, GrtincOagen etc. pag. 6. 
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gesetzt wird, aucb 

( 1\ — 7i -f~ m 

sein muss. Urn dies zu beweiseu, richte man sein Augenmerk auf 
die Endpunkte der Quersehnitte, indem man bemerke, dass die An- 
zahl der Quersehnitte halb so gross ist, als die Anzakl ikrer End- 
punkte,*) und dass dies durchgangig der Fall ist, sobald man nur, 
vvenn in einen Punkt ein Anfangspunkt eines Quersehnittes und ein 
Endpunkt eines solchen zusammenfallen, einen solchen Punkt doppelt 
zahlt. Die Anzabl der Endpunkte der q 2 Quersehnitte Q 2 betragt 
demgemass 2 </ 2 ; werden nun aber diese als Quersehnitte in 
dem bereits durch die zerschnittenen Systeme T, betrachtet, so 
kbnnen einerseits einige Endpunkte der Q, aufhoren , Endpunkte 
der Q -2 zu sein, andererseits konnen neue Punkte als Endpunkte 
der (V hinzukommen. (Vg). Fig. 45. Darin sind die Q l durch 
starkere, die () 2 durch schwachere Linien bezeiebnet, und an den 
Stellgn, wo eine Linie Q ± mit einer Linie Q 2 ganz oder theilweise 
zusammenfallt, sind die Linien dicht nebeneinander verlaufend dar- 
gestellt.) 

Fig. 45. 



1) Ein Endpunkt eines Q 2 ist allemal zugleicb ein Endpunkt 
eines Q s ', wenn er gar nicht in eine der Linien Q i hineinf&llt 
(z. B. a oder /?), aber auch dann, wenn nur ein Endpunkt 
eines mit einem Endpunkte eines Q t coincidirt (z. B. c oder y). 
Dagegen ist ein Endpunkt eines nicht auch zugleicli ein End- 


*) Den An fangs- und den Eudpunkt eines Quersehnittes bezeichnen 
wir zusammen als die beiden Endpunkte desselben, 
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punkt eines wenn dor (> 2 von diosera Endpunkte aus cine 
Streckc weit (oder auch vollstUndig) mit einem sich deckt 
(z. B. ds, Sr, op, po). In einem solclien Falle lidrt lUltnlich der 
betreffende Punkt entweder ganz auf, als Endpunkt fdr einon Q 2 
zu existiren (z. B. o odor p) , odor er wird als soldier mu’ ver- 
sclioben. (Wabrend z. B. der Querschnitt d s ft , ala ein {). 2 be- 
traebtet, in d beginnt, fangt derselbe, als Q 2 betraebtet , orst in # 
an ; d ist also zwar Endpunkt eines Q 2 , nicht aber eines Q 2 .) 
Dies kann nun in zwei Fallen eintroten : entweder sind die sieb 
deekenden Strecken beide Endstlleke reap, eines (> 2 und eines Q t 
(z. B. ds), oder ein Endetilck eines Q 2 coincidirt mit einem mitt- 
leren Stticke eines @1 (z. B. Sr, op, po). Bezeicbnet also 

v die Anzabl , wio oft ein Endsttick oines ein Endsttlek eines 

deckt, 

i'2 die Anzabl, wie oft ein Endsttick eines Q 2 ein mittleres Sttick 

eines Q x deckt, 

so ist v -j- v 2 

die Anzabl dev Endpunkte der (> 2 , welclio niebt zugleieb Endpunkte 
der (V skid. Die Anzabl 2 q 2 der Endpunkte dor () a muss also 
um v -]- i ’ 2 vermindert werden. 

Diesolbc Betracbtung wiederbolt sicb bei den Querselmitten (), . 
Ein Endpunkt eines bort auf ein Endpunkt eines (>/ zu aein, 

Fig. 45. 



wenn ein Endsttick eines Q 1 entweder mit einem EndstUcko eines 
# 2 (z. B. ds), oder mit einem mittleren Stticke eines (> 2 zusammen- 
failt (z. B. eq). Bezeicbnet also ferner nocb 
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i'l die Anzabl, wie oft ein Endstiick eines Q t ein raittleres Stuck 

eines (> 2 deekt, 

so ist v + v \ 

die Anzabl der Endpunkte der Q t , die niclit aucb zugleieli End- 
punkte der (V sind, sodass die Zahl 2 q x der Endpunkte der (> t 
um v -|- v x vermindert werden muss. 

2) Nun treten aber neue Punkte als Endpunkte der Q. 2 oder 
(V auf, die niclit Endpunkte der () 2 oder Q 1 sind. Betrachten 
wir wieder zuerst die Q 2 . Als neue Endpunkte derselben treten 
zuerst auf: die oben als verschoben bezeichneten Punkte (z. B. r 
oder s ), sodann aber solcbe Punkte, bei denen entweder ein mitt- 
lorer Punkt eines mit einem mittleren Punkte eines (> 1 
(z. B. y °der r \) , oder eine mittlere Streeke eines mit 
einer mittleren Streeke eines zusammenfallt (z. B. tv). 
Alle diese Fiille lassen sicli als solche bezeichnen , in denen die 
Linien () 1 und Q 2 in ilirem mittleren Laufe entweder zusammen- 
treffen oder sicb trennen. Es sei f.i die Anzabl der Male, wie oft 
dies vorkomnjt. Ueber die Bestimmung dieser Zabl /u, ist aber 
Folgendes zu bemerken. Zunachst muss iiberall da, wo eine Linie 
(>. 2 mit einer Linie Q t nur einen einzelnen mittleren Punkt (niclit 
eine Streeke) gemein bat (z. B. bei y oder q), dieser Punkt dop- 
pelt gezablt werden, da er ein Endpunkt eines Q% und zugleicb 
Anfangspunkt eines neuen (> 2 Sodann aber wollen wir fesl- 

setzen, dass die Zahl /n so bestimmt werde, dass ihr Wertli davon 
unabhangig sei, ob man die Q 2 mit den in Beziehung setzt, 
oder umgekebrt die Q i mit don Q%. Das erfordert, wenn bei zwei 
Querschnitten die eine Beziehung eine grossere Anzabl zu zahlonder 
Punkte ergiebt, als die audere, dass man die grossere Zahl zu 
nehmen bat. Die auf diese Art zu viel gezahlten Punkte miisseii 
dann wieder beseitigt werden. Nun kommt dieser Fall bei den 
Querschnitten dann und nur dann vor , wenn in einen mitt- 
lereu Punkt eines $ 2 , in den ein miltlerer Punkt eines Q\ hinein- 
tritt, zugleicb eine mit dem Q. 2 coincidirende End streeke eines 
anderen *) einmtindet (z. B. bei e, wo qe einmiindet; bier muss 
o bei der Bestimmung von /u. doppelt gezablt werden, weil ab und 
xc in e nur einen einzelnen Punkt gemein baben , und e zugleicb 
Endpunkt von ca und ein ist; aber auf ac tritt e nur einmal als 
ein Endpunkt, niimlich von xe auf, wabrend der Tbeil ec, als ein 
1 Q ‘2 betrachtet, erst iu q beginnt, welcber Punkt bei der Bestimmung 


*) Dieser kann auch der niimliebe sein, wie der zuerst genannte, 
wenn er in einem fruhereu Punkte seines Laufes endet. Vgl. die zweite 
Note pag. 170. 
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dei Zaki fi eben falls mit gezalilt werden muss). Dieser Fall 
kommt also nur dann, dann aber auch immer vor, wenn bine End- 
stiecke eines Q y mit einer mittleren Strecke cines () 2 zusammen* 
rant, denn damit dies mbglicb sei, muss durcli den Endpunkt des 
Q y zogleiob noch ein anderer Q t *) hindurchgehn. Die Anzahl dev 
Male, wie oft eiue Endstrecke eines Q y mit einer mittleren Strecke 
eines zusammenfnllt , war oben mit J'i bozeichnet. Demnacli 
befinden sich nnter den zur Bestimmung der Zahl ft, rnitgezitlillen 
Punkten solche , die nicht Kndpunkto der (* 2 sind. Dio An- 
zahl der neu auftretenden Endpunkte dor (V betiilgt also 

A* — 1*1.**) 

Ebenso veil) alt es sicli bei der Bestimmung der Anzahl der 
Punkte , die neu als Endpunkto dev Q\ auttroten. Dio Zahl //* 
bleibt , wenn sie so bestimmt wild , wie oben angegebon wurde, 
dieselbe wie vorkin. Untor diesen ft, Punkten Bind abor diejonigon 
keine Endpunkte der Q/, bei denen zugleich eine Endstrecke eines 
mit einem mittleren Stticko cines Q y zusammenflillt (z. B. bei 


Pig. 46. 


*) Vgl. die Note auf pag. 169. 

**) Es giobt aueli Falle, in denen die Zalii ft auf versclucdeno Weise go- 
ziililt werden kann; die Differenz ft — v x bleibt aber dann doch dieselbe. ^ In 
Fig. 46 sind zwei solcher Flillc angegeben. Der in einem Punkte seines 
friiheren Laufes endonde Qnersehnitt abcdb (ein Q x ) eoincidirt mit e f (als 
einem Qo) kings der Strecke bd. Nirnmt man den evstcren in dem Sinne 
abdcb, so bat man auf beiden Quersehnitten zwei Punkte ft, namlich bundd; 

es iat also fi => 2 , zugleich ist dann b d 
eine mittlere Strecke , mi thin v x =* 0. 
Nimmt man den dagegen in dem Sinne 
abcdb, so ist b zwei Mai zu zlihlen, man 
hat also jetzf u = 3 , zugleich abor ist 
dann db eine Endstrecke des Qi> die mit 
einer mittleren Strecke des (A eoincidirt, 
also v x = l . Die Differenz fx — v\ ist in 
beiden Fallen dieseibe. — Aehnlich istes 
in dem anderen Beispiele. Hier hat man 
die Wahl, entweder Ihik als den friiheren 
und hfg als den spateren Qucrschnitt an- 
zunehmen, Oder gfhik als den friiheren 
nnd hi als den sp&teren. Langs der 
Strecke fhi flndet Coiucidenz mit dem 
Qucrschnitt zweiter Art mn statt. Wahlt 
man nun die erste Aufeinanderfolge, so 
hat man drei Punkte zu zahlen, namlich h, fund/, also ist ft == 3, zugleich 
aber ist hf eine- Endstrecke, alB0J'i ! =l* Bei der zwoiten Aufeinanderfolge 
sind dagegen nur f und i zu zilklen, also ist ^ = 2 , zugleich aber v x = 0, da 
nun fh eine mittlere Strecke ist. 
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Fig. 45. 

h £ l 



6 , welclior Pun let zweimal zu zahlen ist; er tritt zwar als End- 
punkt von Sn , niclit aber von Sb auf, da clieser Quersclmitt, als 
ein betraehtet, erst in r beginut). Nach der obigen Bezeich- 
nung kommt dies r . 2 Mai vor ; dalier ist die Anzabl der neu als 
Endpunkte von Querschnitteu auftretenden Punkte gleich 


[A, — v 2 . 


Nun fallen nach 1) von den urspriingliclien 2 g 2 Endpunkten 
der Q . 2 fort : v -)- v . 2 , und nach 2) kommen neu hinzu : ^ — v\ ; 
die Anzabl 270' der Endpunkte der Quersebnitte ist also 
2 — 2(/., — ( 1 ' -j— <'o) A* 7 'i 

und dalier 


<h 


<h + 


f .1 — Q + ? ' t + v a ) 


Andrerseits fallen nacli 1) von den urspriinglicben 2 q x Endpunkten 
der (>| fort: v -(- uud nacb 2) kommen neu binzu: fi — ''2 ! 
also ist die Anzabl %]{ der Endpunkte der (>i 

2f/| = 2rj x — (f — j— I'i) — j— (A* *'2 


und 


/ 1 71 — O' + *1 + *'s) 

<h = ‘h ~r —~z • 


Setzt man demnach 

f.1 — Q + Vy + ^ii) 

2 ! 

so ist, was zunachst zu beweisen war, gleichzeitig 
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Betrachten wir, elie wir weiter gebn, die Fig. 45 in Be- 
zieliung auf die oben geschilderten Verliftltnisae vollstftndig. In dei* 
folgcnden Tabelle sind in der ersten Columne die Quereehnitte Q j 
aufgezahlt und neben jedem in der zweiten Columne die Tlioilo an- 
gegebeu, in die er zerfallt , wonn dio Fliicho vorher durch die () 2 
zerschnitten gedacht wird, also die Querscbnitle Q L '. Aelmliclio 


a e, c ?«, m », n 6, r b 

c*J% *JYi Y s 

<lf 

gy, y h 

i o, pk 
ku, tl 


xc 

6 Z 

vu 

yf 

3v 

fid 

ea 


x e, q c 
£//, yo, oz 
xni, my, <j § 
y n, ny 
yd, dy, yfi 
r o 

I e /, up, p a 


Fig. 45. 


Hienach ist 

9i = 6 Qi ==15 

j?a = 9 92 = 18 

Ferner machen wir die Punkte ^ namkaft und deuten jedon Punkt, 
der doppelt zu z&lilen ist, durch eine dardber gesetzte 2 an: 

2T 2 2 2 2 2 2 2 2 

e m n S r g y s q y opt u ; 
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es ist also 

/j, = 23 . 

Die coiiicidirenden Endatrecken sind: 

Kategorie der v ds , v = 1 

„ „ v i . . . cq, i'\ = 1 

„ „ v% . . Jr, op, po, = 3 , 

mithin 

n — (v -f- v, + 23 5 ^ 

m = ~ i = __ J 

wie oben. 

Der tlbrige Theil des Beweises ist nun sehr leiclit zu erledi- 
gen. Das System T x besteht der Annahme naeli aus a, getrennten 
und fur sicli einfach zusammenhlingenden Theilen. Aus diesem 
wird durch die g 2 ' = g 2 + m Querschnitte Qi das System X er- 
zeugt. Das letztere besteht nach § 48, IV ebenfalls aus laiiter ein- 
fach zusammenhangenden Theilen, und bezeichnet 91 die Anzahl der 
letzteren, so ist nach Y Zus. 

91 = -j - i/o “I - 

Das namliche System X wird aucli aus r J\ durch die q{ = <7i + m 
Querschnitte Q x erzeugt. Da aber r J\ der Annahme nach aus 
« 2 getrennten und ftir sich einfach zusammenhangenden Theilen 
besteht, so hat man auch 

= “2 ?i + m ‘ 

Mithin ist 

u i ( h m — a 2 ~i" ?i ~i“ m 

Oder 

— oe 2 == <?i «]• 

Anmerkung. Man kann den Beweis dieses Safczes, nadir 
dom man sich von den dabei zu beriicksichtigcnden Umstanden 
Rechenschaft gegeben hat, ktlrzer in folgender Art ftihren.*) Man 
nehme zunttchst an , dass die Linien 1 Q± und @2 nur das mit ein- 
auder gemeinsam haben , dass eine Linie der einen Art eine dei 
anderen Art einfach durcbkreuzt, und zwar so, dass der Kreuzungs- 
punkt nicht ein Endpunkt eines Querschnittes ist. Kommt dann 
ein solcher Fall k Mai vor, so hat man nach den obigen Erorte- 
rungen und mit Anwendung der friiheren Bezeichnungen 
2 < 7 2 ' = 2 -j- 2k, 2q x — 2 q x -J- 2k 

und daher 

• <1% = + k t Qi = ffi + k ’ 

Liegen nun aber die beiden Querschnittsysteme in beliebiger Weise 

*) Neumann, Yorlesungen fiber Riemann’s Theoiie etc. p. 29fi. 
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gegen einander, indem die Linien Q x und (A> einander in belie- 
bigen Punkten theils durehkrcuzen, • theils beriiliren , oder auch ein- 
ander ganz oder tbeilweise deeken, so kann man durcli eine nn- 
endlich kleine Verschiebung der Linien des einen Systems bewirken, 
dass das Gemeinsame entweder ganz beseitigt wird oder nnr in 
der vorigen Annalime bestelit. Sind nach einer solchen Verschie- 
bung k Durchkrenzungspunkte vorhanden , so hat man wieder 
% — ( te -}- & and q{ — q x -j- k, worn us dann wie oben der Satz 
f'olgt. Gilt aber derselbe nach der unendlich kleinen Versehiebung, 
so muss er aucb vor dersolben gelten , da durcli diese wodcr die 
Anzahl der Querschnitte nocli aucb die Anzalil der Tbeile, in 
wclclie die Flache zerfallt, geilndert wird. 

§ 50. 

Betrachten wir nun den Fall , dass dio nrsprflngliclio Flache 
T aus einem einzigen zusaramenhangenden Stiicke bestehe, nnd dass 
ferner die durcli die Querschnitte (/, und () 2 erzeiigten Plachcn 
T x und 7g jede eine einzige einfach znsamnienhangende Flache 
bilde, so ist, damit dieser Fall eintreten konne, zuerst ndtbig, dass 
keiner der gezogenen Querschnitte die Flache zerstticke, und damit 
dies niclit eintrete, ist nach § 48, II und IV weiter crforderlich, 
dass T mehrfach zusamraenhangcnd sei und bei beiden Zorschnei- 
dungsarten bis nach Ziehung des vorletzten Qiierschnittes mehrfach 
zusammenliangend bleibe und erst durcli den letzten Q,uersclmitt 
einfach zusaramenhangend werde. In einem solchcn Falle ist nun 
u y — « 2 = lj mithin q^ — 1 =» q x — 1 und daher ancli y 2 «== q x . 
Wif erhalten hiedurch folgenden Satz: 

Wenn es mdglich ist, eine mehrfach zusammcn- 
hangende Flache dureh Querschnitte in eine ein- 
fach zus a m m en h tin ge n de umzuwandeln, und wcnn 
dies aufmehr als eine Art mbglich ist, so ist die A u- 
zalil der Querschnitte, durcli welch e diese Urn wand- 
lung bewirkt wird, immer die gleiche. 

Ausser diesem Satze ist auch nocli der folgende von Wichtig- 
keit: Wenn eine mehrfach zusammenh&ngende Flache 
auf irgend eine best! m in te Art durcli q Qu ersclinitte 
in eine einfach zusammenhangende verwandelt wer- 
den kann, so wird diese Verwandlung stets durch q 
beliebige Querschnitte b-ewirkt, wie diese auch ge- 
zogen werden mbgen, sobald sie die Flache Yi u r 
nicht zerstUck en. Wenngleich n&mlicb in dem vorigen Satze 
bewiesen worden ist, dass die Anzahl q der Querschnitte dieselbe 
bleibt, wenn die Zerschneidung in eine einfach zusamtncnh&ngende 
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Flaehe auf eine zweite Art moglich 1st, so ■*bleibt doth zu er- 
w&gen , ob diese Zerschneidung wirklich auf eine zweite Art be- 
werkstelligt werden kann ; ob nicht vielmehr, wemi die Querschnitte 
nicht von vorue herein in der riehtigen Weise gezogen warden, der 
Fall eintreten kann , dass die Flaehe unaufhorlich mebrfach zu- 
sammenhangend bleibt , wie weit man auch das Ziehen der Quer- 
schnitte fortsetzen mag , und dass man niemals zn einer einfaeh 
zusammenhangenden Fl£clie gelaDgt. Man kann a her in der That 
zeigen , dass dieser Fall nicht eintreten kann. Wir setzen also 
voraus, die Flitche T werde durch q in bestimmter Weise gezogene 
Querschnitte in die einfaeh zusammenhiingende Flaehe 1\ ver- 
wandelt. Dann folgt zun&chst aus dem vorigen Satze, wenn statt 
der vorigen andere Querschnitte gezogen werden , dass die Flaehe 
T nicht durch weniger als g Querschnitte einfaeh zug&mmenh&ngend 
werden kann. Es ist daher nach § 48, II moglich, q andere, die 
Flaehe ebenfalls nicht zersttickende Querschnitte (f zo ziehen, wo- 
durch eine Flaehe T% ent&tehen moge; es fragt si eh, ob 7 k ein* 
fach zusammenhangend sein mass. Man lasse wie in § 49 aus 7! 
und 7k ein neues Flachensystem X auf doppelte Art entstehn , in- 
dem man einmal in 1\ die Linien Q s , und das andere Mai in 
die Linien Q x zieht. Die Anzahl der Querschnitte, welche die 
in T t bilden, moge wie in § 49 mit </-{-«* bezeielmet werden. 
Dann ist nach den obi gen Betrachtungen q m auch die Anzahl 
der Querschnitte, welche die Q x in 7k bilden. Nun ist tier A n- 
nahme nach 1\ eine einzige einfaeh zusammenhangeiuie Flaehe, 
welche durch q ~\~ m Querschnitte in das Flachensystem -i. verw&n- 
delt wird , mithin besteht X aus «/ -j- m + 1 getrenntcii und fllr 
sicli einfaeh zusammenhangenden Theilen (§ t8. \). Dasselbe 

System wird aber aucli aus 7k durch q -f- tu Querschnitte erzeugt, 
also hat die aus einem Stiicke bestehende F liiche 7k die Ligeu- 
schaft, dass sie durch q m Querschnitte in » ? + « + 1 &- 
trennte und fur sicli einfaeh zusammenhangende Theile zerlegt wird. 
Nach § 48, IX ist dem nach 7 k wirklieb einfaeh zosammenlmigead. 

Hierauf berubt nun eine Classification der Flacben and die 
nah ere Bestimmung der Ordnung ihres Zusammenhanges. 

‘ Ist eine Fldche mebrfach zusammenh&ngend , so kmrn m ihr 
nach S 48, II ein Querscbnitt gezogen werden, der sie rneht m- 

Mle heisst die Flaehe zweifach »»»»• 

hang end. 
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1st die Flaclitr aber, nachdem der erste Querschnitt gezogen 
wurde, noch mehrfach zusammenhangend, so kann ein neuer, nicht 
zerstiickender Querschnitt gezogen werden. Bringt dieser die Ver- 
wandlung in eine einfach zusammenhangende Flache zu Stande, so 
wird dasselbe durch irgend zwei andero nicht zersttickende Quer- 
schnitte geleistet, und die Flache heisat dann dreifach zu- 
sammenhangeud. 

1st die Flache aucli nach Anbringung des zweiten Quer- 
schnittes noch mehrfach zusammenhangend , so kann wieder ein 
nicht zerstiickender Querschnitt gezogen werden , und je nachdem 
die Verwandlung in eine einfach zusammenhangende FlUche durch 
drei, vier etc. Querschuitte zu Stande kommt, hoisst die Flache 
vierfach, fiinffach etc. zusammenhangend. 

Im Allgemeinen wird eine Flache (</-(- l)fach zusammen- 
hangend genannt, vvenn sie durch q Quers chni tte in 
eine einfach zusammenhangende verwandelt werden 
kann; und dann ist es ganz gleicbgliltig, wie die Querschnitte 
gezogen werden, wenn nur keiner derselben die Flache zersttickt. 
Ist die Flache aber einmal einfach zusammenhangend geworden, so 
ist es nach § 48, IV nicht mehr moglicb, in ilir omen sie nicht 
zerstiickenden Querschnitt zu zieheu. 

§ 51. 

. Es mogen nun einige Satze theils tiber Aenderung oder Nicht- 
Aeuderung der Ordnung des Zusamraenhanges , theils tiber Rand- 
curven folgen. 

I. Durch jeden eine Flache nicht zerstiickenden Querschnitt 
wird die Ordnung ihres Zusammenhanges um Fins erniedrigt. — 
Denn ist die Flache (q - |r l)fach zusammenhangend, so folgt aus 
dem zweiten Satze des § 50, dass, wie der erste nicht zersttickende 
Querschnitt auch gezogen sein mag, die Verwandlung in eine ein- 
fach zusammenhangende Flache stets durch q — 1 Querschnitte zu 
Stande kommt, die neue Flache also r/-fach zusammenhangend ist. 

II. Zieht man von einem Punkte a der Begrenzung aus in 
das Inuere der Flache eine, sich selbst nicht treffende Linie, die 
in *einem Punkte c im Innern der Flache endet , so andert eine 
solche Linie die Ordnung des Zusammenhanges nicht. 

Beweis. Die ursprtingliche Flache beisse T, die durch die 
Linie a c abgeanderte T. Zunftchst ist klar, dass, wenn 7 einfach 
zusammenhangend ist, T es auch sein muss; denn wenn in T 
jede geschlossene Linie fllr sich einen Theil vollstandig begrenzt, 
so gilt dasselbe auch von jeder geschlossenen, in T verlaufenden 
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Linie, d. h. einer solchen, die ac nicht tlbcrschreitct. Sei also T 
raebrfach, nnd zwar (</—{— 1) fach zusammenhangend. Dann kann 
in T stets ein die Fltiche niclit zerstuckender Querschnitt gezogen 
werden (§ 48, II). Sei aft ein soldier, nnd denken wir ana den- 
selben so gezogen, dass ei\ dnrch den Pnnkt c hindurcligeht. Das 
ist immer moglich, denn zieht man ihn nach Anleitung von § 48, II 
mit Hiiife einer geschiossenen Linie, die fur sieh aliein nicht cine 
volIstSndige Begrenzung bildet, so kann man ihn von dieser aus 
nach beiden Seiten an den Rand der Flache anf ganz beliebigo 
Weise nnd also auch stets tiber den Punkt c ftthren. Dnrch diesen 
Pnnkt wird nun der Querschnitt up in zwei Theile cu nnd c ft 
getheilt, der Art, dass von diesen beiden Theilen mindestens einer 
mit ac. zusammen in T einen nicht zersttickenden Querschnitt bildet. 
Es sei ca dieser Theil, und die durcli den nicht zersttickenden 
Querschnitt aca aus T entstehende Flache heisse T". Dann ist 
diese r/-fach zusammenhangend (I). Aliein T entateht auch aus 
T durch Ziehen der Linie ca, und diese bildet in T einen nicht 
zerstUckenden, Querschnitt. Mithin hat T die Eigenscliaft, dass sie 
durch einen niclit zerstUckenden Querschnitt in cine <y-fach zn- 
sammenhangende Flache flbergeht; also ist T\ wie auch T es war, 
(q -f- 1) fach zusammenhangend. 

Anmerkung. Dieser Satz bleibt vollkommen gtiltig, vvcnn 
der innere Punkt c ein Verzweigungspunkt ist. 

III. Nimmt man in einer Fltiche T irgendwo einen einzolnen 
Punkt c heraus, so wird dadurch die Ordnung des Zusammenhanges 
um Eins erhoht. 

Be we is. Die durch Herausnahnie des Pnnktos c abgeilnderto 
Flache heisse T. Man verbinde c mit irgend cincm Punkte a der 
Begrenzung von T*) durch eine sicli selbst niclit schneidende Linie 
und erzeuge dadurch eine neue Flache T'. Dann kann die letztore 
auch aus T dadurch entstanden gedaclit werden, dass in dieser die 
Linie ac gezogen ist, die von einern Begrenzungspunkte a ans- 
gehend in einem inneren Punkte c endet, und folglich ist 7'" mit 
7' von gleicber Ordnung (II). In T dagegen ist ac ein Quer- 
sclmitt, und zwar ein niclit zerstiickender, da man v um c hcrnm 
von der einen Seito anf die andere kommen kann. Mithin ist T' 
nach I von einer um Eins hohcren Ordnung als T", und also auch 
als T. 

Aniperkung. Das Vorige verliert seine Gtiltigkeit nicht, 
wenn der herausgenommene Punkt ein Verzweigungspunkt ist. 

. ^ ^ e ' ne gpschlosseno Flache, .so wire! nach § 4 0 angenommen, dass 

sie berelts einen Begrenzimgsininkt a besitzt.’ 

Durdgc, l''uncfc. compl. Var. Autl. 
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IV. Wird in einer Fliicbe irgendwo eine gesehlossenc Linie 
gezogen , welclie fur sich alleiu die vollstandige Begrenzuug eiues 
Flachentheiles bildet, der entweder keinen Oder hoclistens einen 
Verzweigungspunkt (beliebig lioker Ordnung (§ 13)) enthftlt, und 
wird dann der so begrenzte Theil aus der Fiache ausgoscliieden, 
so wird dadurch die Ordnung des Zusammenhanges urn Fins er- 
hoht. — Denn in Beziehung auf die Ordnung des Zusammenhanges 
kann sich nicbts andern, wenn die die auszuscheidende Stelle be- 
grenzende Randcurve sich mebr und rnelir zusammenzieht. Sohrumpft 
sie aber zuletzt in einen Punkt zusammen, so hat man den vorigen 
Fall. Dieser Satz gilt daker, wenn die auszuscheidende Stelle ent- 
weder keinen oder nur einen Verzweigimgspunkt enthalt. Enthalt 
sie aber mekr als einen, so wiirde es niclit mehr mbglich sein, die 
Randcurve in einen Punkt sick zusaminenziehen zu lasscn; und 
dann ist der Satz auck nicht mekr in alien Fallen giiltig. 

Zusatz. Bei einer im Unendlicken geschlossenen Fiache hat 
man nach § 46 irgendwo einen Begrenzungspunkt zu snpponiren. 
Dieser darf auch selbst ein Verzweigungspunkt sein. Wird nun 
aus einer solchen Fiache ein Stuck ausgeschieden , das diesen Be- 
grenzungspunkt, ausserdem aber keinen Verzweigungspunkt enthalt, 
so andert sich die Ordnung des Zusammenhanges nicht. — Denn 
man kann die die auszuscheidende Stelle begrenzondo Randcurve 
in diesem Falle in den Begrenzungspunkt sich zusaminenziehen 
lassen und erhalt dann die urspriingliche Fiache wieder. 

V. Wenn eine ( 7 -|-l)fach zusammenhangende Flilchc durch 
m Querschnitte in zwei getrennte Theile zerlegt wird, von denen 
der eine S einfach zusammenhangend ist, so ist der andere, der 
T' heisse, (7 — m-j- 2 )fach zusammenhangend, d. li. er erfordert 
nur noch q — (rn — I) Querschnitte zur Umwandlung in eine ein- 
fach zusammenhangende Fiache. 

Beweis. Sei x die Anzahl der Querschnitte, welche T in 
eine einfach zusammenhangende Fiache Tj verwandcln. Ftlhvt 
man diese Schnitte aus, so erhalt man durch m -f- x Querschnitte 
zwei einfach zusammenhangende Flachen 7V und 8. Wird aber 
die urspriingliche Fiache zuerst durch q Querschnitte in eine ein- 
fach zusammenhangende verwandelt , und dann diese durch einen 
■faeiteren Querschnitt in zwei getrennte Theile getheilt, so liat man 
wieder zwei einfach zusammenhangende Flachen, hervorgebracht 
durch q - f- 1 Querschnitte. Nach dem I-Iauptsatze § 49* ist dann 
(»» - j- x ) — 2 = (7 — J— 1) — 2 
also 

x =’ q — (m — 1). 
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VI. Wenn eine aus einem Sttlck bestehende Flitche mehr als 
cine Randeurve besitzt, d. h. wenn ih re Begrenzung aus mehreren 
von einander getrennten gesclilossenen Linien besteht, so ist sio 
mehrfach zusammenhiingend. 

Be we is. Sind a und h zwei auf verschiedenen Randcurven 
iiegende Punkte, so kann man , da die Flitche in sich zusammen- 
hangt , von ct durch das Innero der Flitche naeli b eine Linie 
ziehen. Diese ist ein Querschnitt , der aber die Flitche nicht zer- 
stuckt , denn man kann langs einer der beiden Randcurven im 
Innern der Flitche von der einen Seite des Querschnittes auf die 
andere Seite kommen. Da es also mdglieh ist, in der Flitche einen 
sie nicht zerstilckenden Querschnitt zu ziehen , so ist die Flitche 
nach § 48, I mehrfach zusammenhiingend. 

VII, Hieraus folgt: Eine einfach zusammonhitngende Flitche 
besitzt imrner nur eine einzige Randeurve, d. h. ihre Begrenzung 
kann in einem ununterbrochenen Zuge durchlaufen werden. (Oder 
aber ihre Begrenzung bestoht nur aus einem einzigen Punkte.) — 
Wenn daber eine mehrfach zusammenhiingcnde Flitche durch Quer- 
schnitt e in cine einfach zusammenhiingcnde Flitche verwandelt wor- 
den ist, wobei dann die Querschnitte zu der ursprtinglich vorhan- 
denen Begrenzung als neue Begrenzungsstticke hinzugekomraen Bind, 
so miissen sie sammt der ursprtlnglichen Begrenzung in einem un- 
unterbrochenen Zuge durchlaufen werden kdnnen. Dabei bildet 
jeder Querschnitt gleichzeitig die Begrenzung fitr jeden der auf 
beiden Seiten an ihn anstossenden Flitclieiitheile. Wird also die 
ganze Begrenzung in positiver Richtung durchlaufen , so dass das 
begrenzte Gebiet stets zur Linken der Begrenzung liegt, so muss 
jeder Querschnitt zwei Mai und zwar in entgegengesetzten Rich- 
tungen durchlaufen werden. (Vgl. Fig. 25, 42, 43, 44 pag. 161.) 

VIII. 1 Durch jeden Querschnitt wird die Anzahl dor vorlian- 
denon Randcurven entweder urn eine vcrmehrt odor urn eine ver- 
mindert. 

Beweis. Nach den Erdrlerungen des § 47 bildet ein Quer- 
schnitt immer zugleich zwei Begrenzungsstticke , indem er die auf 
beideu Seiten an ihn anstossenden Flilchentheile gleichzeitig be- 
grenzt. Es giebt nun nach § 47 drei Arten von Qucrsclmitten *. 

1) Der Querschnitt verbindet zwei Punkte a und b der n it m - 
liclien Randeurve. Diese wird dann durch die Puulcte a , h in 
zwei Tlieile getheilt, und es bildet der eine Tlioil mit dem einen 
Rande des Querschnitts eine Randeurve , der andere Tlieil mit 
dem anderen Rande eine zweite. Aus einer Randeurve entstehen 
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also zwe i ; cs tritt eine Vermehrmig tier Randemvon urn eino 
cin. *') 

2) Der Querschnitt verbindct. zwci Punkte, (lie auf vev- 
schiedenen Randcurven liegen. Dann veroinigt or dieso zu einer 
einzigen , indem seine beiden Rftndcr den Zttsammonhang heratellen. 
Aits zwei Randcurven entstebt also eine; es tritt eine Verminde- 
rung der Randcurven um eine ein. 

3) Der Querschnitt beginnt in einem Randpunktc und ondigt 
in einem Punkte seines frtiheren Laufes. Dann bildet sein einer 
Rand mit der Randcurve, von der or ausgcht, zusammen eino cin- 
zige geschlossene Begrenzungslinie. Ausserdcra aber bildet der 
innere Rand seines geschlossenen Theiles eine nouo Randcurve, so- 
dass eine Vcrmehrung der Randcurven urn eine ointritt. 

IX. Wenn eine geschlossene Fliichc (die also nur eincn Be- 
grenzungspunkt besitzt) mehrfach zusammenhilngoml ist, jedoch 
durch eine endliche Anzahl von Querschnitten in eino einfach zu- 
sammenhangende Fliichc verwandelt werden kann, so ist die An- 
zahl der dazu erforderlichen Querschnitte stets eine gerade Zahl. 

Beweis. Die gegebene FUlche sei (^-j-l)fuch znsarmnen- 
hangend, sodass q Querschnitte sio in eine einfach zusammen- 
hangende verwandeln. Da die FI itch e urspvlinglich nur oinen ein- 
zigen Begrenzungspunkt besitzt, so ist die Anzahl ilirer Rand- 
curven gleich 1. Diese Zahl wird durch jeden Querschnitt nach 
VIII entweder um Bins vergrOssert oder um Fins verldoinert. Sei 
p die Anzahl der Querschnitte, welcho eine Vcrmelming, also q — p 
die Anzahl derjenigen, welche eine Verrainderung der Randcurven 
hervorbringen ; dann ist die Anzahl der Randcurven am Endo 
gleicli 1-4 -p — (q — p). Aber da dann die Fliichc einfach zu- 
sammenh&ngend ist, so besitzt sie winder nur eino cinzigc Rand- 
curve (VII), mithin hat man die Gleich ung 
1 -}~ p — q -f- p == 1, 

aus welch er 

q = %p 

folgt. Demnach ist q oinc gerade Zahl. 

§ 52 . 

Wenn man bei einer im Unendliclien geseltJossenen F lac he 
die Anzahl ihrer Blatter, sowie ihre Verzweigungspunkte kennt, so 
kann man die Ordnung ihres Zusammenhanges angeben. Wir 

*) Dies erleidet keine Aendernng, wenn die Punkte a und b zusammen- 
fallen. 
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maclien liiebei Gebrauch von der § 13 erwahnten Auffassungs- 
weise, nacli welcber man oinen Windungspunkt (m — l)ter Ord- 
nung betrachtcn kann als entstanden dureh das Zusammenfallen 
von m — 1 einfachen Verzweigungspunkten. 1st in diesem Sinne 
<j die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte, n die Anzabl der 
Blatter und q die Anzahl der Quersehnitte , vveh-he die Flache in 
eine einfach zusammenhangende verwandeln, so kann man zwischen 
diesen drei Zalilen eine Beziekung linden.*) 

Es sei /i 0 dor in der geschlossenen Flache zu supponirende 
Begrenzungspunkt. Wir nehmen nun noch andere n — 1 Punkte 
A l} A 2 , ... A n „ i aus der Flache heraus, und zwar aus jedein der 
tibrigen n — 1 Blatter einen; am einfachsten denken wir uns diese 
n Punkte gerade unter einander liegend. Da nun dureh die Iler- 
ausnahme jedes solchen Punktes die OrcTnung des Zusammenhanges 
um Eins steigt (§51, III), so wil’d diese Ordnung im Ganzen um 
n — 1 erhoht. Nach Herausnahme der n — 1 Punkte A t , A 2 
. . . A„_i sind also q -j- n — 1 Quersehnitte zur Verwandlung in 
eine einfach zusammenhangende Flache erforderlich. In dieser 
(jj -j- n) fach zusammenhangenden Flache ziehen wir nun Quer- 
schnitte auf folgende Art. Aus jedem Punkte A zielie man Linien 
nach alien den Verzweigungspunkten, die mit A in demselben Blatte 
liegen. Dann entstehen in der That Quersehnitte, wenn man sich 
erinnert, dass man dureh einen Verzweigungspunkt in alle die- 
jenigen Blatter gelangen kann, die in diesem Punkte mit einander 
verbunden sind. Liegen nun zwei Punkte A fl und A k in zwei 
Blattern, die in einem einfachen Verzweigungspunkte a zusammen- 
liangen, so bilden A h a und a A k zusammen eine Linie, die von 
einem Begrenzungspunkte A/, dureh das Innere der Flache nach 
einem Begrenzungspunkte A/ c ftihrt, also einen Quersclmitt. 1st da- 
gegeu a ein Windungspunkt (m — l).ter Ordnung, in welchem die 
m Blatter zusammenhangen, die etwa die Punkte A v A 2 ... A m ent- 
halten , so ist nun wieder zunachst etwa A l a A 2 ein Querschnitt, 
sodann aber bilden die Linien ciA 3 , aA 4 ... aA m noch m — 2 andere 
Quersehnitte , sodass man hier im Ganzen in — 1 Quersehnitte er- 
halt, eben so viele, als einfache Verzweigungspunkte in a vereinigt 
sind. Wenn auf diese Art mit alien Verzweigungspunkten ver- 
fahren wil'd, so erhillt man genau so viele Quersehnitte , als ein- 
fache Verzweigungspunkte vorhanden sind, also g. Dureh diese g 
Quersehnitte zerfallt nun aber die Flache in n getrennte Tkeile, 
die fill* sich einfach zusammenhilngend sind. Es werdeu namlich 
dadurch gewissermassen die n Blatter der Flache von einander 


*) Vergl. zu clemFolgenden: lioch, Ueber FunetionencomplexerGrbssen. 
■ Schlomilch’s Zeitschr. f. Math. Bd. 10 pag. 177. 
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getrennt. Denn sind pu und p k zwei in irgend zwei Blattern liber 
einander liegende Punkte, so kann man von p/ t nach p/ c nicht an- 
tlers gelangen, a!s wenn Verzweigungsschnitte tibersohritten und 
Verzweigungspunkte umwunden werden ; letzteres aber wird {lurch 
die angebrachten Querschnitte immbglich gemacht. Je zwei solclie 
Punkte Pk und p k liegen also stets in getrennten Theilen. Eine 
Ausnahme davon maelien nur die Punkte A selbst. Yon irgend 
einem Punkte A ' kann man durch Ueberschreitung eines Verzwei- 
gungsschnittes allemal zu einem andercn Punkte A gelangen. Es 
werden also die » Blatter der Flache in der Art von einander ge- 
trennt, dass in jedem Blatte ein durcli zwei in dem Punkte A zu- 
sammenstossendo Querschnittstheile gebildeter Zipfel (oder auch 
mehrere solcbe Zipfel) aus dem Blatte ausgeschieden wird, und 
dafiir ein entsprecheuder Zipfel eines anderen Blattes an dessen 
Stelle tritt. Die Flache bestebt demnach jetzt wirklieb aus n ge- 
trennten Theilen. Jeder dieser Theile ist aber liocb fill* sicli zu- 
sammenhangend, denn da er im Unendliclien gescblossen ist, so 
bestebt seine Begrenzung lediglicli aus don in dem Punkte A zu- 
sammenstossenden Querschnittstlieilen. Aus demselbon Grande ist 
auch jeder Tbeil ftir sicb einfach zusammonhangend , da man bei 
jeder in ihm gezogenen gescblossenen Linie nur auf der cinen 
Seite an jene Begrenzung gelangen kann, jede geschlossenc Linie 
also eine vollstandige Begrenzung bildet. Die gegebene Flache 
wird nun also nach Herausnahme der n — 1 Begrenzungspunkto 
A u A 2 ...A„_i durcb g Querschnitte in n getrennto und ftir sicb 
einfach zusammenhangende Theile zerlegt. Nun war aber dieso 
Flache (< 7 -j-n)fach zusammenhangend, es sind also q -j- n — 1 
Querschnitte erforderlich, um sie in eine einfach zusammenhangende 
zu verwandeln. Soli diese nun noch in n getreunte Theile zer- 
legt werden , so sind dazu noch weitere n — 1 Querschnitte er- 
forderlich (§ 48, V) ; mithin geschieht diese Zerlegung durcb 
q — j— 2 (n — 1 ) Querschnitte; dieselbe Zahl war vorhin gleich g , 
also hat man nach dera Hauptsatze § 49 

( j = q 4 . 2 (n — 1) Oder q = g — 2 (ft — 1). 

Yergleichen wir hiemit die biebergehbrigen in § 46 ge- 
gebenen Beispiele, so ist in dem dritten n = 2, g = 2; dem- 
nach wird q = 0 , und es bestatigt sicli , dass diese Flache ein- 
fach zusammenhangend ist. In dem ftinften BeiBpiele war n = 2, 
g — 4, also ist hier q — 2 , und die Flache dreifach zusammen- 
hangend. 

Aus dem gewonnenen Resultate lassen sich noch einige Folge- 
rungen ziehen. Da namlich in einer gescblossenen Flache q stets 
eine gerade Zahl ist (§ 51, IX), so muss auch g eine solche sein. 
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Eine im Unendliehen geschlossene Flache besitzt daher stets eine 
gerado Anzahl einfachor Verzweigungspunkte. Der einfachste Fall 
bei einer n-blattrigen Flache ware der, dass zwei Windungspunkte 
(» — l)ter Ordnung vorhauden sind ; und wenn dies der Fall ist, 
so ist die Flache einfach zusammenhangend. 

Eine weitere Folgerung, die sich aus dem Vorigen ergiebt, ist 
die, dass eine Flache, welche dazu dient, die Wertke einer alge- 
braisclien Function so zu vcrtlieilen, dass diese eine eindeutige 
Function des Ortes in der Flache wird (§ 12), stets cine endliche 
Ordnung des Zusammenhanges besitzt, also durch eine endliche 
Anzahl von Querschnitten in eine einfach zusammenhangende Flache 
verwandelt werden kann. Denn eine solche Flache besitzt stets 
eine endliche Anzahl von Blattern und eine endliche Anzahl von 
Verzweigungspunkten, es sind daher n und g endliche Zahlen, mit- 
hin ist auch q eine endliche Zalil. 


§ 53. 

Aus dem Ergebnisse des vorigen § lasst sich auch eine Be- 
ziehung ableiten , die bei einer nieht geschlossenen Flache statt- 
findet zwischen der Ordnung des Zusammonhanges, der Anzahl der 
einfachen Verzweigungspunkte und der Anzahl der Umlaufe, welche 
die Begrenzung der Flache maeht. 

Wir gehen von einer im Unendliehen geschlossenen Flache 
aus. Diese sei {q -j- 1 ) fach zusammenhangend, g sei die Anzahl 
Hirer einfachen Verzweigungspunkte und n die ihrer Blatter. Dann 
hat man nach dem vorigen § 

'/ = <J — 2 (« — 1). 

Wir wollen nun den in der Flache zu supponirenden Be- 
greuzungspunkt in dem unendlich fernen Punkte eines Blattes lie- 
gend annehmen und zunachst voraussetzen , dass in keinem Blatte 
der unendlich feme Punkt ein Verzweigungspunkt sei. Scheidet 
man dann aus jedem Blatte ein Stack aus, das den unendlich fer- 
uen Punkt, aber keinen Verzweigungspunkt enthalt und daher von 
einer einfach in sich zurticklaufenden Curve begrenzt ist, so wachst 
die Ordnung der Flache fUr jede dieser ausgeschiedenen Stellen um 
Eins, mit Ausnahme derjenigen, welche den supponirten Begren- 
zungspunkt enthalt (§ 51, IV). Im Ganzen wird daher die Ord- 
nung des Zusammeuhanges um n — 1 erhoht. Ist also die neue 
Flache {q~\~ l)facli zusammenhangend, so bat man q-q-\-n — 1 
und demnach » 

<1 = 9 — n 1. 
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Nachdcm mm aber die unendlich fernen Punkte aus dor Flache 
ausgesehieden sind, kann man die Blatter derselben, welchc frflher 
als unendlich grosse Kugelflachen zu betrachten waren , wieder in 
tier Ebene ausgebreitet denken. Jedes Blatt orseheint dann von 
ciner einfach in sick zurlicklaufenden Randcurve begrenzt, welche, 
wenn sie in der Richtung der wachsenden Winkel durchlaufen wird, 
einen positives Umlauf macht. Bedeutet also U die Anzahl der 
Umlaufe der Begrenzung , so ist U — n. Die Anzahl <j der in 
der ncuen Flache enthaltenen einfaehen Verzweigungspunktu ist der 
friiheren Zahl g gleicli, da der Annahme nach kein Verzvveigungs- 
punkt ausgesehieden vvurde. Man erbalt dalier aus der vorigen 
Gleichung 


q — y — U - j- 1. 

Dies ist die oben erwiilinte Beziehung, und man kann nun zeigen, 
dass diese allgemein gilt nnd sich nicht ftndert, welolion Modilica> 
tionen man auch die Flache imterwerfen mag. 

Betrachten wir zunachst den Fall, dass in der ursprlinglichen 
Flache in einem unendlich fernen Punkte m Blatter zusammen- 
liangen, also m — 1 einfache Verzweigungspunkte in ihm vereinigt 
sind. Dann betragt die Anzahl der ausgeschiedenon FHichentheilo 
nicht mehr n wie vorhin, sondern da einer derselben von eincr 
den Verzweigimgspunkt m Mai umgebenden Linie begrenzt wird 
und daher die Stelle von m der frtlheren einnimmt, nur noch 
n — m- 1- 1. Unter diesen bringt derjenige wieder keine Er- 
hOhuug der Ordnung des Zusammenhanges hervor, welchor den 
supponirten Begrenzungspunkt enthielt; die Ei'hOlmng der Ordnung 
betragt also n — m, odor es ist q — q -j- n — m, d. i. 

q — y — 2 (ra — 1) -j- n — m 
— g — m - {- 1 — n — j— 1 . 


Bei der Ausbreitung der Blatter in die Ebene 1st nun die Anzahl 
der Umlaufe U wieder gleieh n, denn es andort sich nur das, dass 
die n Randcurven nicht mehr alle von einander getrennt verlaufen, 
sondern class m unter ihnen zu einer einzigen vereinigt sind , die 
nun aber m Umlaufe macht. Dagegen sind jetzt mit den unend- 
lich fernen Punkten zugleich m — 1 einfache Verzweigungspunkte 
aus der Flache ausgesehieden, also ist jetzt g ~ <j — m - 1— 1. 
Sotzt man dies ein, so erhalt man wieder wie oben 

q = g-U-\- 1. 

Die nun in der Ebene ausgebreitete n-blattrige Flache modi- 
ficiren wir jetzt dadurch, dass wir im Innern Stellen ausscheiden. 
Betrachten wir zuerst eine geschlossene Linie, die einen Fl&cheu- 
theil begrenzt, der keinen Verzweigimgspunkt enthalt, und denken 
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diescn Flaclientheil ausgeschicden. Darin waclist zuimclist q uni 
-{- 1 (§51, IV). Die neue Randcurve aber muss, wenn ihre Be- 
grenzungsrichtung die positive sein soli, in der Richtung der ab- 
nelimenden Winkel durchlaufen werden. Verstelit man daher jetzt 
im Allgemeinen unter der Anzahl der positiven Umlilufe 
die positive oder negative Zahl U, weiche entsteht, wenn man die 
Anzaiil der Umlaufe in der Richtung der abnehmenden Winkel sub- 
traliirt von der Anzahl der Umlaufe in der Richtung der wachsen- 
den Winkel , so muss in dem vorliegenden Falle die Zahl U um 
— - 1 vermehrt werden. Gleiclizeitig ist q um 1 zu vermehren, 
also bleibt die obige Beziehung ungefindert. 

Besteht die Flache z. B. aus einem Blatte, so ist <j = 0, 
wil’d sie ferner begrenzt von einer ausseren Linie und lc kleineren 
Kreisen, die von der crsteren umsclilossen werdon, so macht bei 
positive!’ Begrenzungsrichtung jene einen Umlauf in der Richtung 
der wachsenden Winkel, jeder der inneren Kreise einen Umlauf in 
entgegengesetzter Richtung; folglich ist 

U = 1 — k 

und man erhalt 

q = k — 1 —j-~ 1 ==a k\ 

die Anzaiil der Querschnitte ist.gleicli der Anzahl der inneren 
Kreise. 

Wil’d zweitens ein Flaclientheil ausgeschieden, der einen Ver- 
zweigungspunkt (in — l)ter Ordnung enthalt, dessen Begrenzungs- 
linie also m Umlaufe macht, so wkchst wieder q um -f* 1 (§ 51, IV), 
sodaun U um — m, gleiclizeitig aber auch <j um — (m — 1), also 
<j — U um -)- 1 ; die obige Beziehung bleibt also wieder dieselbe. 

Die betrachtete Flache bat nach den bislier angebracliten 
Modificationen dio Bescliaffenheit , dass die iiusseren Randcurven 
alle im Endlichen liegenden Verzweigungspunkte umgeben und dass 
im Innern Lticken vorkommen, jedoch von der Art, dass jeder der 
ausgeschiedenen Flachentheile entweder keinen oder our einen Ver- 
zweigungspunkt (beliebiger Ordnung) enthielt. Wir haben nun zu 
untersucben , ob die obige Beziehung eine andet'e wird, wenn ent- 
weder die ausseren Randcurven nicht mehr alle endlichen Ver- 
zweigungspunkte umgeben, oder innere Randcurven die Begrenzun- 
gen von ausgeschiedenen Flachentheilen bilden, in denen mehr als 
ein Verzweigungspunkt enthalten war. Beides kommt darauf hin- 
aus , den Fall zu untersuchen , dass von der Flache ein an einem 
(ausseren oder inneren) Rande t liegender Flachentheil abgetrennt 
wird, der einen Verzweigungspunkt (m — l)ter Ordnung enthalt, 
und von dem man unbeschadet der Allgemeinheit voraussetzen 
kanu, dass sicli iu ilim keine Lticken betinden. Dabei erleidet nun 
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zunachst die Zahl U keino Aendcrung. Denn bei deni Austreten 
des Verzweigungspunktes aus der Flftche werden entweder Iland- 
cui’ven, die friiher in verscliiedencn Blilttorn getrennt verliefen , in 
Zusammenliang geaetzt, oder zusammenh&ngendo Randcurven wer- 
den getrennt, uder endlich die Art, wie die Iiandeurven miter ein- 
ander zusammenliangen, wird nach dem Austreten des Verzweigungs- 
punktes einc andero als vorlier. In alien diesen Fallen bleiben 
aber die Umlaufe der Randcurven dieselben. Soli nun der or- 
wabnte FUichentlieil abgetrennt werden, so muss dies, da er am 
Rande liegt, durcli Querscimitte geschehen ; und damit er wirklieh 
einen getrennten Tbeil bilde, muss er in alien seinen w Blilttern 
durcli eine oder inehrere geschlosseno Linien vollBUtndig' begrenzt 
sein. Allein eine Linie, welche den Verzweigungspunkt nmgiebt, 
kann sich erst dann schliessen, wenn sie alle m Blatter durchlaufen 
hat, schliesst sie sich aber auf diese Woise, so begrenzt sie den 
FUichentlieil vollstiindig. Daher kann die Begrcnzung desselben 
nicht anders als aus einer solcben gesclilossonen Linie bestehen. 
Demnach muss es moglich sein, die Abldsung des in Rede stelien- 
den Flachentheiles dadurcli zu bewerkstelligen , dass man in der 
urspriinglichen FUiclie m Querscimitte zieht , welclio sich mit den 
m dem abzuldsenden Flaehenstticke angelidrigen Randtheilen zu einer 
einzigen geschlossenen Linie verbindon. Denn wenn dies nicht 
moglich ware, so ware es auch nicht moglich, don in Redo stohen- 
den Flachentheil abzuliisen , und man kounte also aucli nicht die 
Randcurven so abandern, dass ein Verzweigungspunkt aus der 
Flache heraustritt. Da nun das abgeloste Sttlck von einer ein- 
zigen den Windungspunkt m Mai umgebenden Linie begrenzt ist, 
so ist es einfaeli zusammenh&ngend (§ 46, Beisp. 2), und dieses 
einfach zusammenhaugende Stuck ist von der urspriinglichen Flache 
durch m Querschnitte abgelbst. Mitbin ist bei der tlbrigbleibenden 
Fl&cbe die Ordnung des Zusammenhanges um m — 1 lileiner ge- 
worden (§ 51, V), oder q ist um m — 1 zu vermindern; da aber 
wegen des ausgesebiedenen Windnngspnnktes (in — I)ter Ordnung 
auch g um ni' — 1 zu vermindern ist, U dagegen unge&ndert bleibt, 
so andert die obige Beziehung Bich nicht. 

Schliesslich b.etrachten wir nocb den Fall, dass die Begren- 
zung der Flitche durch nicht zersttlckende Querscimitte abge&ndert 
wird. Hiebei lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf die Rich- 
tungsanderung, welche die Linien erfahren, und bemerken, dass eine 
Linie dann einen positiven Umlauf macht, wenn sie im Ganzen 
eine Richtungsanderung um 2 n .erffthrt. Ist nun in der Fliiche 
ein nicht zerstiickender Quersclmitt gezogen, so bildet dieser gleich- 
zeitig zwei Begrenzungsstiicke , die bei Einhaltung der positiven 
Begrenzungsrichtung zwei Mai in entgegengeeetztem Sinne zu durcli- 
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laufen sind. Da wo der Querschnitt in oinen Begrenzungstlieil der 
Fliiche einmiindet, erfilhrt die Begrenzungsrichtung eine pldtziiche 
Aenderung. Sei « der Winkel , um welchen sich die Richtung 
iindert (Fig. 47). (Es kann allerdings auch der Fall cintrcten, 
dass der Querschnitt ohne pldtziiche Rich- 
tungsanderung in den Begrenzungstlieil Fig. 47 - 

iibergeht; dieser Fall ordnct sich aber dem 
vorigen unter, indem dann a — 0 anzu- 
nehmen ist.) Beini Durchlaufen des Be- 
grenzungsstiickes, welchem der Querschnitt 
als ein Tlieil an gelid rt, kommt man nun 
aber, da der Querschnitt zwei Mai durch- 
laufen warden miiss, noch eintnal an die vorige Stelle zurtick, und 
zwar wird dann der Querschnitt in entgegengesetzter Richtung, der 
anstossende ursprtingliche Begrenzungstheil aber in der namlichen 
Richtung wie frliher durchlaufen. Daraus folgt, dass die Begron- 
zungsrichtung jetzt eine pldtziiche Aenderung erfiilirt , die gleicli 
dem Winkel n — a ist. Dernnach vernrsacht der Endpunkt des 
Querschnittes im Ganzen eine Richtungs£uderung von n. Dasselbe 
gilt von dem anderen Endpunkte des Querschnittes. (Auch dann, 
wenn dieser in einem Punkte seines f'rtlheren Laufes endet, indem 
dann nur bei der vorigen Betraehtung der Querschnitt selbst 
an ' die Stelle der urspriinglichen Begrenzungslinie tritt.) 
Dernnach bringt der Querschnitt an seinen Endpunkten eine Ricli- 
tungsanderung um 2tc hervor. Dagegen fallt die Riclitungsande- 
rung, welclie der Querschnitt wiihrend seines Laufes etwa erfahrt, 
ganz ausser Betracht, da diese bei dem zweiten in entgcgengesetztem 
Sinne erfolgenden Durchlaufen wieder aufgehoben wil’d, Sonach 
vermehrt jeder niclit zerstiickende Querschnitt die Zalil U der po- 
sitiven Umlatife um — j— 1 ; gleichzeitig wird durcli ihn aber die 
Ordnung des Zusammenhanges um Eins vermindert (§ 51, I), also 
erfiibrt q eine Vermehrung um — 1 ; mithin bleibt auch in diesem 
Falle die obige Beziehung bestehen. ‘ 

Man sieht also, dass die Gleickung 

q =Z g U _j_ 1 

ganz allgemein ftir beliebige in der Ebene ausgebreitete Fl&clien 
gilt. Mit ihrer Hiilfe kann man den Zusammenhang einer Flticlie 
sofort angeben, sobald man ihre Begrenzung und ibre Verzwei- 
gungspunkte kennt. 

Wenn die Fliiche einfach zusammenhangend ist , also q = 0, 
so giebt die vorige Gleichung 

U = <j -|— 1 . 

Erinnert man sich zugleich, dass eine einfach zusamroenliiingende 
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Flaebe imrrier nur eine Randcurvc besifzt (8 5i vil) <5 ,* i,.,* 
*■/**■ wif fur due,, »pecielle„ Fall sobon 
anden: Be, emer eh, fad, auaatnm o„l,a„ Sf 6 

■at die Anuahl der Umhiufe ■« 

uui Ei ns grosser, a 1 s die A n z a li 1 dor in ihremlnn 

iiegenden einfachen Vorzwoigiingapunkte n1 ,°? D 

ob.gen Erorterungen gilt dieser Sate auch c hum nLl wcnn r" 
emfach zusammenhitngende Flache duicl. Ziehen von Quersclmitt in 
aus emer mchrfach zusammenlmngenden eutstandon ist IV ? U - 1 


Zehntcr Absclmitt. 

Von (Ini I’ci'iwlidliilsmoduln.*) 


§ 54 . 

Es bedeute f (z) eine beliebige a 1 g c b r a i s Hi e p, r 
Denken m r u„ s „|„ das Gobiet dcr Veritndwlicb™ - d ' 

Mi^e b rr ai^ 

Die Uustetigkeitspun^te 8 ' 

Trz^z: »™ wrx 

d, wir wevdenaber sehr bad I,!'” gesehehen 
Gnstetigkeitspunkten nicht mao-rsd ] ™ ’ daS8 6;ewi8S8 A, -ten vou 
- entstehende V Ui “ 

erne endliehe Ordnung des Zusammenhan^ and kZ* i nUM 
sie mehrfach znaammenhaneend ist dmr? I- •? 80 ’ Wenn 

Querschnitten in eine einfaeh 7na ’ ^ 6,116 end iclle Anzalil von 

werden. Denn dies ist da die 88 ““ e,lll * n S“ do Fttdie vorwandelt 
algebraisclie ist, nach 8 52 i»rtenf»n Ulnde Function eino 

stefigkeitspunkte d 

^o-Ausschliessuug die Ordnung 

• Setaioktmgen'' kanu"dif In “ 3 **Vrt| A s!! 1, 'Vi!? allgoraoinen 

suehung des Logarithms mul der 8pecielIe Unter- 

Bexspiele linden sich in s 57, xponentialfcmction die non. Weitere 
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(& 51 IV). Da nun eine algebraisclie Function nul ‘ ei " e 
e.ndliclie An’zahl von Unstetigkeitspmikten besitzt, so bleibt ~<he 
Onlnung dos Zusammenhangos aucli nacli Ausschhessung - 
Unsteti gkeitspunkte cndlieh. 1st dcmgemites die Flaclie F mehrfach 
Kusammenhftngencl, so verwandeln wir sie durch Quersclnntte m erne 
einfach 7A\satnra enhilngen d e, wdche mit T bezeichnet wcrden mjgo. 
Alsdann bildet innerhalb T' jede geschlossenc Lime dto vollaUn- 
dige Begrenzung pines Flftcbenthcila, in welchera ./ (=) cndhcli uiui 
atetig ist. Bildet man (label* die Integralfunction 

to = { / (*) dz i 

indem man von cinem beliebigen festen Anfangspunkte z 0 aus langs 
eines beliebigen, ganz innerhalb T liegenden Weges bis zu emem 
Punkto 3 intogrirt, so maclicn irgend zwci solche ’W ege vevcinig 
cine geschloasene Linie mis, die cinen Flftclientheil vol stand ig bc- 
grenzt, in welchem / («) liberal! stetig ist, und tolglidi orlangt » 
auf alien solchen Wegon in z denselbcn MVerth (§ IS). 
ist w eine Function dev oberen Grenzo 3, die mnerlialb I llboiall 

eindeutig bleibt.*) 

*1 Das Obige erleidet keine Ausnahme, wenn zwei VVege ziisainnien- 

gm.Jn.w Z *«chW..«ne Lime MM", welcbe ** *«"»> «»*- 

achneidet. Denn man kann cine 

solche imtner in mchrere einfacli ge- 4B * 

schlossene, d. b. einfach in sicb 
znriickiaufende Linien zerlegen. (Vgl. , 

Fig. 48.) Dies geschielit dadnrcli, / 

dass man jedcsmal, wenn man, von \7i^\ \ 

pinem beliebigen Punkte z ( > aus die ^ ^ z 

Linie durchlaufeml , an einen- selion / J ' 

einmnl ubersdirittenen Pnnkt (z. B. «) ^*1 

zurfickgelangt und also eine einfach V / \ 

geschlossene Linie (z. B. abcda ) 

duvchlaufen hat, diese ausscheidet 

und den folgenden Weg (z. B. a e) J 

ats die Fortsetznng des dem ausge- V / 

sehiedeuen Theile vorhergehenden 

Stiickes (z 0 a) betvachtet. Wiederholt \ 

man dies, so oft es vorkommt, so T . . ... . 

bleibt als Rest zuletzt eine ebenfalls einfacli geschlossene Lime ubrig, mid 

die gegebene Linie wird auf diese Art in mehrere einfacli geschlossene 

Linien zevlegt, (In dor Figur sind die auszuscheidcnden Linien abcda 

und efgJie und die ubrigbleibende z 0 a eifhb dz 0 ). Das obige Integral 

ist nun, auf jede dev einfach gesehlossenen Linien erstreckt, gleich Null, 

und also aueh in Bezug auf die gegebene Linie, da dieses Integral die 

Snmme der vorhergehenden ist. Ist dann die gegebene Lime aus zwei 

von z 0 nacli z fiihrenden Wegen entstanden, so hat das Integral auf bei- 

den clenselben Wertli (§ IS). 
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Anders aber verhalt es sieh, wenn wir die Function w in der 
Flache T betrachten, also den Integrationsweg auch die Quersclmitte 
iiberschreiten lassen. Um dies zu untersuehen , wollen wir zuerst 
den Fall in’s Ange fassen, dass kein Querschnitt durcli einen spii- 
even, von ihm ausgebenden, in Abschnitte getheilt wil'd. Nun 
gelidrt jeder Querscbnitt mit zur Begrenzung von T\ und zwar 
beide Seiten desselben, sodass diese zusammenhtingen und man eino 

geschlosseue , ganz im Innern von 
T' verlaufende Linie b ziehen kann, 
welclie von der einen Seite des 
Quersehnittes auf die andere Seite 
desselben fflhrt. Sind dann z x und 
z. 2 (Fig. 49) zwei zu beiden Seiten 
nines Quersehnittes einander unend- 
licb nahe liegende Punkte, so fragt 
es sich, ob 


Fig. 49. 





wenn man die Integrationswoge 
immer noch ganz in T' verlaufcn Iiisst, in z y und z 2 glcicbo 
(eigentlich um oine nnendlich kleine Griisse verschiedene) oder 
verschiedene Wertlie annimrnt. Bezeiclmet man aber die Wertlie 
von w in z y und s 2 , res P* durch und so ist 


s -2 *1 

«>a = ^ / ( 2 ) d « = ^ / (*) dz + 

•=0 « 0 

das erste Integral auf eiuem beliebigen in T verlaufenden VVege, 
das zweite auf einer gesclilo'ssenen Curve 1> genommon , die inner- 
lialb T von z y nacli s 2 fQlirt. Es ist also 


( /(*) dz, 


w 2 — = 

*1 

Daher haben w t und w 2 gleiclie oder verschiedene Wcrthe, je nacli- 
dem das auf die gesehlossene Linie b ausgedelmte Integral 

/ («) dz 

Null ist , oder einen von Null verschiedenen Worth A hat. Im 
ersteren Fall© bleibt w helm Ueberschreiten des Quersehnittes 



3*2 


f (z) dz. 
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stetig, im letzteren Fade dagegen springt w plotzlich von iu l zu 
w. 2 — w t A liber uud ist daher unstetig. Allein dieser Sprung 
iat an alien Stellen des mimlichen Quersclinittes dor gleiche, da 
der Integral wertli sich niclit ilndcrt, wenn man die gesclilossene 
Linie b so erwoitert oder verengert, dass sie an zwei anderen ein- 
ander unendlieh nalie liegenden Pankten z i und s a zu beiden Seiten 
des n&mlicken Quersclinittes ahfilngt und endigt (§ 19). Dieso 
Grcisse A, welche also langs des ganzen Quersclinittes constant 
ist, nnd um welclie die Functionswertbe auf der einen Seite des 
Querscbnittes grosser sind , als auf der anderen , nonnt man den 
Periodicitatsmodul, welclier diesem Querschnitt angehOrt. 
Ganz dasselbe findet nun bei jedem Quorsclinitte statt, da die bei- 
' den Seiten eines jeden zusammenbangen, und also eine gesclilossene 
Linie von einem Puukto der einen Seite zu einem unendlieh nahon 
auf cler anderen Seite durcli das Inuere von T' gezogen werden 
kann. Jedem Quersckuitt gehOrt also ein Periodicitatsmodul an, 
der fttr einen und denselben Querschnitt constant bleibt (irumcr 
noch unfer cler Voraussetzung, dass kein Querschnitt durcli einen 
spateren in Abschnitte getlieilt wird). Denkt man sicli nun aber 
die Function w auch in 7’, also aueli tiber einen Querschnitt hin- 
tiber, stetig fortgesetzt , so orlangt sie auf dem den Querschnitt 
tiberschreitenden Wege z v z i bz 2 z x > n einen Worth, der um don 
Periodicitatsmodul A 'grosser ist, als der Wertli, den sie auf dem 
Wege so^i erreicht, welclier den Querschnitt nicht flbcrsclireitet. 
Denn im ersteren Falle ist der Worth von w in als die stotige 
Fortsetzung von «o> zu betracliten, wahrend auf dem zweiten Wege 
io den Wertli w, orlangt, und 

io 2 : Vj ] — J— A 

war. Es findet liier ein ahnlieher Vorgang statt, wie der, den wir 
frllher bei den Verzweigungssc.hnittcn kennen gelernt haben (vgl. 
§ 13), und so langc die Fiaclie Tnur aus einem einzigen Blatte besteht, 
kann man auch wirklich jeden Querschnitt wie einen Verzweigungsschnitt 
ansehen, liber den hinflber die Flacbe sich in ein anderes Blatt fort- 
setzt, nur mtisste man sich dann unendlieh viele Blatter unter ein- 
ancler liegend den ken , da bei jedem neuen Ueberschreiten des 
Quersclinittes der Functionswerth w auf’s Neue um A zunimmt, und 
der ursprtingliche Worth niemals wieder eintritt. Wenn die Flaeho 
. T selbst schon aus mehreren Bliittern besteht, wiirde jene Vor- 
stellungsart zu complicirt werden und daher keinen rechten Nutzen 
gewahren. 

Das Zeichen von A andert sich, wenn die geschlossene Curve 
b in entgegengesetzter Ricktung durclilaufen wird ; wir wollen aber 
den Periodicitatsmodul stets so annehmen , dass er gleich ist dem 
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Fig. 50. 


w in 2, so 

W tl[ yl > ~h «s 4* + « 3 4, ~j~ 

fi ein. l<]i n Boispifil mage 
tles erlautorn. Fig. rf 0 
stelle oiae Sfnoli zusarnmcn- 
dingende Fiudio vor, die 
Qnersclinitto seieu ah unci 

mr r° n eri0dicitufsm 0(3n!n 
J dlesolb(!11 reap; A t und 
n a ; 80 g«»ommeii, class dor 

ltT g r> V ° n (ler «*»«" 

", c dos Quorseliniltos mif 
je andere Kings einor ge . 
so , lossene). Curve i„ ( % r 
Wi , ll [ )§: d f w«ohsonden 
W nlvd gweheho. Bezeicli- 
d » rm Wert!., 

. dlc function w au f 

dmch ’ da8 s man den \\w 
c era B,, «hstaben w in Klam- 
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« == j f 0) 

eine Vieldeutigkeit gfinz besonderer Art bcsitzt, nftmlich dass die 
verscbiedenen Wertlic, welche sie fttr denselben Wertli von z an- 
nelimen kann, sicli nur urn Vielfaclic eonstanter GrOssen von ein- 
andcr unterscheiden. Nimmt man nun die inverse Function, d. h. 
betrachtet man z als Function von w, so ist dicse eine periodische 
Function, da sie ungeiindert bleibt, wenn man das Argument w urn 
beliebige Vielfache der Periodicitiitsmoduln vermebrt oder vermin- 
dert. Hierdurch reehtfertigt sicli auch der Name Periodicitatsmodul, 
da man der Spraclie der Zahlenthcorie analog sagen kann, dass z 
fiir solcbe Wertlic von w gleiche Werthe erhitlt, welche nacli einem 
Periodicitiitsmodul einander congruent sind , d. li. deren Differenz 
.gleich einem Vielfachen des Periodieitiitsmoduls ist. 

§ 55 . 

Wir liaben bislier angenommen, die Qucrschnitte seien so gc- 
zogen, dass keiner von ihnen durch einen spiiteren , von ihm aus- 
gehenden, in Abschnitte getheilt wird. Wenn nun dies aber dor 
Fall ist, z. B. so wie in Fig. 51, wo der eine Querschnitt ad 
durch den zweiten ce in 

die beiden Abschnitte ac Fig. 51. 

und cd getheilt wird, so 
kann es vorkommen, dass 
der Periodicitiitsmodul B x 
des einen Theils ac von 
dcm i? 2 des andern Theils 
cd verschieden ist. Denn 
B t ist gleich dera Integral 
J/(z) dz auf die Linie ft, 
bezogen, gleich dem- 
selben Integrale auf b. 2 aus- 
gedehnt. Habcn nun diese 
Integrale verschieden e Wer- 
the, so sind auch die Pe- 
riodicitatsmoduln B ± und 
B i j verschiedene. Dann 
bleibt also dcrPeriodicitats- 
modul nicht langs eines ganzen Querschnittes constant, sondern nnr 
von einem Knotcn des Schnittuetzes bis zum niichsten. Dem Quer- 

Duriige, Punet. cotnpl. Var. 2. Aufl. ^3 
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sclniitto ce gehort nun aucli cin Periodicitittsmodul JJ 3 an, wir haben 
dalier drei Periodicitiitsmoduln , trotzdem unsere Flael.e nur ZZ 
Quersclnut e zur Vorwandlung in einc einfach zusammenhileTde 
noting- hat. Aliem m einem solchon Falle bestehen immer Be 
ziebungen z>vischen den einzelnen Periodicitiitsmoduln. In unscrem 
Beispie e ist das Integral aiisgedelmt auf b 3 gleic h der Smnrae dor 
Integrale ausgedehnt auf b t und k 2 (§ 19 ), mid daher 

13 s — -®i -j~ ; 

wir liaben aJso in der That nur zwei von einandor unabhangige 

den 10 s 1 nd ^ ""h™ 80 ^ Qacrsoh,,itto ™rlml 

. , Um nun f Allgemeinen zu zeigen , dass es immer nur so 
viele von emander nnabhitngige Periodicitiitsmoduln giobt als Oner 

faeho W • nnnern Wir dara "’ da8S die Q ucl ^Imitte moist auf mehr- 
fache Wei sc gezogen werden kOnnen. Immer aber giebt es eine 

Ait der Zerschneidung , bei welclier kein Querschnitt durch eincn 
spateren in Abschmtte getheilt wird. Demi dies wird stets erreiebt 
sobald jecler Querschnitt in cinom Punkte der ursprdnglichcn Be- 
gienzung beginnt und aucli in einem solclien endet. IsUlie Fliiehe 
gescb ossen und daher nur durch einen einzigon Punkt beg enz 
(§ 46 ), so braucht man nur jeden Quersclmitt in diesom Bca-ron- 
znngspunkfe beginnon und endigen zu lasson. ^ 

Sei uun eine (n -J- l)facli zusammonliitngondo Fliiehe zuorst 
BO a 11-cli n Qnerschnittc in eine einfach zneammonliUn^l If 
scl",, ten worden dass dabei kein Queraclmitt durclr oinon andcrcn 
“ 11,610 ™<-de; dann haben wir bei diesor LlhlT 

meTseien 86 ™ 30 8 ° ™‘ P « ri<l «“‘“'«»oduln als Qnerachniite. 

scimitten Mkbige AH 

r ■®l*. ^2’ m^> n. 

% ei r,! ie,iebigon Po " kt8z » - 

tron beim Seginn „nd „ aoh ° Vo.J^ W “ ftl ^esThiolnt S 
w = t»o -j~ A/ c . 

Denkt man nun aber die Flacho nnf . . 

SO kann dieselbe geschlossene Linie mehre^QueLlniitte 61 des^wd- 



w s=s W 0 -J- h'l By -f- B. 2 -)- ~f~ Ki Bin 


enthalten sein mtissen, wo die h positive oder negative ganze Zah- 
len (Null eingeschlossen) bedeuten. Demnacli ist 

A/c — hy B l -j- 7/ 2 B* -[- -j- Ihn B m . 

Lilsst man umgekehrt die Variable 2 von z 0 aus eine geschlosscne 
Linie durchlaufen, welelio nur einen Qucrschnitt dcs zweiten Systemes 
tib era cli rei tot , filr welchen der Periodicitiitsmodul Bp, sei, so ist der 
Endwerth der Function einmal 
I w 0 -}- Bz, 

I 

wil’d aber, wenn man auf die Uebersclireitimgen der Querschnitte 
des ersten Systemes Riicksicht nimmt, aucli in der Form 

\ W 0 4" 9i A x + O 2 -^2 + •••■ + hi An 

enthalten sein, worin die g ebenfalls positive odor negative ganze 
Zalilen (oder Null) bedeuten. Hieraus folgt 

Bz = g x A x -{- g% A 2 -J- • • • • -|- g n A n . 

Wir erlialten demnacli zwischen den beiden Systeracn der Perio- 
dicitatsmodnln A und B folgende zwei Systeme von Gleichungen: 

A x = 7 t x B x -(- h 2 B 2 ~j“ * ’ • ’ “|“ j 

A 2 = h x ' B x -J- h 2 "B 2 — {- • • • • -j- h m B w f 


A n — • ••• -j- h m ^B vl 

und 

B x = ffi A x — J- f/ 2 A 2 — j- • ■ • -j- g n A n 
B 2 = g x " A x -}- g. 2 " A 2 -)- • • • -j - ffn' A n 


B m = g^ m ' } A x -j- g^ m) A 2 -J- * • • -j- ffn^An 



Da nun der Annahme nach m )> n ist, so kann man aus II. die 
n Grbssen A eliminiren und erhalt dadurch m — n Beziebungon 
zwischen den Grbssen B. Da man aber diese Beziekungen aucli 
dadurch erlialten kann, dass man die Werthe der A aus I. in II. 
substituirt, so mtissen sie homogene lineare Gleichungen rait ganz- 
zahligen Coefficienten sein. Demnach ergiebt sieh; wenn frtihere 
Querschnitte durch spfttere in Theile zerlegt werden, far w,elche die 
Periodicitatsmoduln verschiedene Werthe haben, sodass im Ganzen 
m Periodicitatsmoduln existiren , wahrend nur n Querschnitte vor- 
handen sind, so besteheti zwischen diesen m Periodicitatsmoduln 
m — n lineare homogene Bedingungsgleichungen mit ganzzahligen 

13 * 
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Coefficients! , und nur n von ilnien , d. Ii. cbenao vide als Quer- 
schnitte existiren, sind von einandcr unabhilngig. 

Man kann classelbe audi olinc Rechmnig durdi eine einfadie 
Betrachtimg einsehen. Nachdcm niiralich die Flilche durdi ' die 
Querschnitte einfadi zusammenhiingend geworden ist, kann Hire Be 
grerizung in einern ununterbrodienen Zuge durchlaufen werden 
VII). Madit man diesen Umlauf, so treten dabei die Quer- 
schnitte und deren Abschnitte in einer bestimmten Reihenfolge auf. 

, e . nn nun kd jedem Quersdmitte der Periodicitiitsmodul fttr den- 
jenigen Abschnitt bekannt ist, an den man bei dem Umlaufe zuerst 
gel an gt , so sind dann die Periodicitittsmoduln ftlr die tlbrigen Ab- 
schnitte durch lineare Bezielmngen gegeben. Wir zeigen dies nur 
an emem Beispiele. In der durch Fig. 52 dargestellten 4-facli zu- 
r sammenliiingenden FUtche seien 

<lg ‘ ' ) 2 ‘ ah i cd i «/ clrei Querschnitte, 

welclie die Flitche in eino ein- 

Sr ' facli z u sam m enh iingen do verwan- 

/ ^ ddn. Die Buchstaben j> 1 q, r , 

/ \ cJ \ S ' tj Ul w ’ x ’ V' " ao ^en die 

/ Np \ Werthe bedeuten, welclie die 

( jr # „ nm \ Function w in den entsprechen- 

1 e trF~ ~ v^xf d° n 1 unendlich nahe an den 

\ I / Querschnitten liegendon Punkten 

\ ) j besitzt- Durcldiluft man die 

\ ) ' — / / Querschnitte von a aus in dem 

\. y Sinno aej'c..,., so seien nun 

d ,c Boriodicitiltsmoduln bekannt 

fllr die drei Stticko ae , ef, f c , 

und zvvar sei 

q p as s ~ r = A x , s — u = x — v = A 2 , x — - y = A s ; 
gesucht sind die Periodicitittsmoduln ftlr die StUcke cb und /VZ , 

u t = Aj z — v = Xj. 

Urn diese zu linden bemerke man, dass da, wo zwoi benaclibai-te 
Fiinctionswertlie mclit durch einen Qucrschnitt von einandor getreunt 

St ^ keit stattfin(let ’ Unterschied also un- 
endlich Idem 1 st. Demnach kann man setzen 

t — r = 0 ~ y — Q 

Damit wird nun 

•y* t U — r (s r) (g — u - j yj — 1 

= z « — y — v — (x — v \ — (x __ , _ / _ * 


v — (x 


*■)—■(« — u) 
v) — (x ~~ v ) 


wodurch A\ und A 2 durch A u a 2 , A 3 auagedrUckt sind. 
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§ 56. 

Wir habcn bislicr angenommen, class aus dor s-Fiache siimmt- 
licbe Unstetigkeitspunkte durch kleino Umhtillungcn ausgescliieden 
seien, sodass die Function / ( 2 ) in clcr entstehenden FUicho T end- 
lich blieb. Nun wollen wir aber zeigon, class es in dor That niclit 
notlnvendig ist, alio ausziischliossen, und untersucben , bei welchen 
dies niclit zu gescheben braucht. 

Der Periodicitdtsmodul A ftir irgend einon Querscbnitt ist, wie 
§ 54- gezeigt wurde, der Werth des Integrales $ f ( z ) dz ausgedebnt 
iiber eine gescblossene Linie h , welche von cler einen Seito des 
Querscbnittes durch das Innere cler einfacb zusammenhiingeiulen 
FUtcbe T' auf die andere Seite desselben Querscbnittes fttlirt. Nun 
kann aber dieses Integral in vielen Fallen den Werth Null habon. 
Denken wir uns, dass die Linie b eine aus cler z-Flilcho ausge- 
schiedeno Stelle umgiebt, die einen Unstetigkeitspunkt a (der niclit 
zugleich Verzweigungspunkt ist) der Function /' (z) entbielt. Als- 
dann bat das Integral $/(») dz nacli § 42, nur claim einen von 
Null verschiedenen Worth , wenn in dem Ausdrucke , welcher an* 
giebt, wie f (z) unendlicb wird, das Gliecl 


vorhanden ist ; in alien iibrigen Fallen wird das Integral glcich 
Null. Letzteres findet also z. B. statt, wenn f (z) in a unendlicb 
wire! wie 


(2 — fe- 
eder wie 

1 6 L 

(z—a) n ' (z — a)“+ l ~ ’ 

wo n eine von 1 verscliiedene positive ganze Zabl bedeutet. In 
einem solchen Falle bleibt nun die Function w beim Uebersclireiten 
des Querscbnittes stetig, dalier ist es nicht notkwendig, die Uu- 
stetigkeitsstelle auszuschlicssen , und der Querscbnitt braucht gar 
nicht gezogen zu werden. Denkt man sich z. B. ein einfacb zu- 
sammenhdngendcs Stuck der z-Fliiche, in welehem nur Unstetigkeits- 
punkte der in Kcde stehenden Art enthaltcn sind , so erbiilt das 
Integral $ / (z) dz auck auf zwei Wegen , die einen solchen Unste- 
tigkeitspunkt einschliessen , denselben Werth, weil es, um den Un- 
stetigkeitspuukt lierum genommen, den Werth Null bat (§ 18). 
Innerkalb eines solchen Flacbenstiicks ist dalier die Function 



ebenfalls eine eindeutige Function dor obercn Grenzo, wio wenn das 
Flaehenstiick gar koine Unstetigkeitspunkte enthielte. 

Dies ist die eine Art der Unstetigkeitspunkte , die niclit aus- 
gesclilossen zu vverden brauchen. Gelien wir zu Verzweigungs- 
punkten tiber, so erhiilt das Integral \ f (z) ih liings der ge- 
scblossenen Linie b den Worth Null , wenn diese einen Windungs- 
punkt (m — 1) ter Ordnung umgiebt, in welchem / (z) von keiner 

hoheren Ordnung unendlich wild , als von der Ordnung — 

(§ 21), und tiberhaupt, wenn in dem Ausdruclc, welclier angiebt, 
wie / (z) in dem Verzweigungspunkte unendlich wil’d , das Glied, 
das von der ersten Ordnung unondlieh ist, felilt (§ 42). In die- 
sem Falle braucht also der Unstetigkoits - und Verzweigungspunkt 
ebenfalls niclit ausgeschtossen zu werden, und auch bier f&llfc dann 
allemal ein Querscknitt fort. Aber da jetzt die s-Flache aus meb- 
reren Blattern besteht, so kann sie auch ohne irgend welcbo Aus- 
schliessungen mehrfach zusammenbiingend §ein. Soli dann der Pe- 
riodicitatsmodul eines Qnerscbnittes einen von Null verschiedenen 
Werth habeu, so muss die geschlossene Linie b mindestens zwei 
Verzweigungspunkte umgeben , da sie inamer eine Linie sein muss, 
die ftir sich allein noeh nicht einen Fl&chentkeil vollstitndig be- 
grenzt. 

Eudlich konnen wir auch entscheideu , wann der uuendlich 
entfernte Punkt ausgesehlossen werden muss. Der Werth des In- 
tegrals J / (z) dz ftir eine den Punkt z «=> GO umgebende Linie 
richtet sich *(§ 43) nach der Besehaffenkeit, welche die Function 

Z 2 f (z) 

fur z = QC bat. Dieser Punkt muss also ausgesehlossen werden, 
wenn 

lim [z f («)] endlich und von Null versebieden 

x = GO 

ist, und tiberhaupt dann und nur dann, wenn in der Entwickelung 
von / (z) nach steigenden und fallenden Potenzen von z ein Glied 
von der Form 

9 _ 

vorbanden ist. 

Wenn nun ftir eine gegebene Function / (z) aus der z-Flkche 
alle diejenigen Punkte ausgesehlossen worden sind, die notkwendig 
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ausgeschlossen werden mtissen, und nur diese, so ist inner halb 
der so ontstandenen FliLcho T das Integral f /(*) dz , 
bezogon auf oino gescblossene Linie, welche fUr 
sicli allein einon Fliicbentbeilvollstkndigbegrenzt, 
stets gleicb Null. Dabei wird natUrlicb vorausgesetzt, dass 
die gescblossene Linie niebt durch einen Unstetigkeitspunkt oder 
Verzweigungspunkt bindurcb ftibrfc. 

§ 57 . 

Es sullen nun zur Erlkuterung der vorstebenden Betrachtungen 
einige Beispiele vorgeftlbrt werden. 

1. Der Logarithmus. 

Wir erinnern zuerst an die sebon § 22 und 23 behandelte 
Function log z, oder an die Iutogralfunction 


J3 



1 


Hier ist y (z) — — - einwertliig, die z-Flacbe bestebt daber aus eincm 
Blatte. Ferner ist z = 0 ein Unstetigkeitspunkt , und in ibna ist 
lim zf(z) — lim z - -1=1. 

Dieser Punkt muss daher ausgescblossen werden. Nimmt man die 
s-Flkche im Unendlichen geschlossen an , so muss auck der Punkt 
z == GO ausgeschlossen werden, weil auch 
[lim «/(*)] = 1 

* = GO 

ist. Durch Ausscbliessung dieser beiden Punkte wird die Fl&che 
T zweifach zusammenbangend , und ein Querscbnitt , welcher die 
beiden die Punkte 0 und oo umgebenden Kreise verbindet, ver- 
wandelt sie in eine einfack 
zusanamenbangende Flkche 
(Fig. 32). Der Periodicitats- 
modul A ist gleicb dem 
Integral 

f dz 

) z ’ 

ausgedehnt auf eine den 
Nullpunkt in der Ricktung 
der wacbsenden Winkei umgebende gescblossene Linie, er ist also 


Fig. 32. 
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A = 2 ni. 

Eine solcbe Liuie umgiobt zugloich aucli den Puukt go, und far 
diese erh&lt mau (§ 43) 


2 ni I liirt • , ° 


- 2 n i, 


wenn die Integration in der poBitiven Eegrcnzungaricbtung aus- 
gefttbrt, also cler Querscbnitt in der entgegcngesolzten ltichlung 
iiberscbritten wird, wie vorbiu. 


2. Dor Arcus Tangons. 


J > -i- =■' 


Hier iat 


ebeafalls ei invert big und wird von dor eratou Orduung unendlicb 
ftir 3 — i und s =s — z, dagegeu ist fClr a «« co 

lim zf(z) =» lim a lien V. = 0. 

A T* z z _L 1 

' 4 ? 

Man brauclit duller nur die Punkto z « i und z = — % dureb 
kleino Kreise auszuscbliesson und erbitlt dann, worm dio ^-EUlcbe 
im Unendlicben goscblosson augenotntnon wird, oine zwoifacb zu- 
Fiff. 53 . samt3QOnl ^ ln gende Flttcbo , wolclie sich dureb eiueu die 
kleinen Kreise um --j- i und — i vorbindenden Quor- 
sc ^ in dt in eino einfach zusamiscnhftngcnclo vcrwandelt. 
W Der^Periodicitiitamodul A ist das Integral 


^ — 

nusgedebrit auf eine den Punlct -*j- i in dor Riehtung dor 
wacbsenden Wirtkel umgebeude gosoiilosseno Liuie, und da- 
1 her, wie sehon § 20 eraiittelfc wurdc, 

A =33 3T. 

Dieselbe Linie kanu aucli angeaehon werdon als eine, 
welche^den Punkt — i in der Ricbtung der abnebmenden Winkel 
umgiebt und hefert dann denaelben PeriodicitHtsmodul. 
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Nimmt man die s-Flftclie nicht im Unendliclien geschlossen an, 
sondern begrenzt sie dnrch eine gescblosseno Linie, die man dann 
ins Unenclliclie sieh nusdelmen l&sst, so wild die Placlie T durcli 
Ausschliessung dcr boiden Punkte -j- i und i zu einer dreifacb 
zusammoahiingenden. Man muss also dann zwei Quersclinitte an- 
wenden, um sie in cine oinfack ztisammenbangcnde zu verwandeln. 
Da nun aber das Integral 

dz 

r+2 2 

ausgedelmt auf eine gesclilossene Linie entwedor den Werth -j- v \ 
oder — tv oder Null bat, je nackdem die Linie den Punkt -j- i 
odor — i oder beide in der Riehtung der wachsenden Winkel um- 
giebt (§ 20), so habcn die auf die beiden Quersclinitte bezogenen 
PeriodicitSltsmoduln, je nach der Art, wie sie gezogen werden, ent- 
weder die Werth e -j- n uncl — 71 » 0 ^ er (3er eine !iat den Wertl1 
4- tv und der andere den Werth Null. Die Function to = arc uj z 
andert sich daher bier aucli nur um Vielfache von tv. 

Die inverse Function z = tgio ist nun um die GWJsse n 
periodisch. Die Abbildung der im Unendliclien geschlossen an- 
genommenen a-Flaclie auf der Flache der to gescbieht bier in gaoz 
fthnliclier Weise, wie es § 23 bei der Exponentialfunction. gezeigt 
worden ist; an die Stello der die Punkte 0 und go einschliessen- 
den Kreise treten bier nur diejenigen, welche die Punkte -j- i und 
— t umgeben. Nimmt man den Querschnitt, welcber diese Kreise 
verbindet, langs der Ordi- 
natenaxe verlaufend an, so 
wird die w-Flacbe in Stroifen 
getlicilt, welche von Geraden 
begrenzt werden, die mit der 
Ordinatenaxe parallel laufen 
und durcli die Punkte 0, + 

+ 2zr, + 3 tv etc. binduroli- 
gehen. In jedem dieser Strei- 
fen nimmt die Function z 
= i</ to ihre siimmtlichen 
Wertbe an, und zwar jeden 
nur einrnal, weil abgesehen 
von Vielfaclien des Periodici- 
tMtsmoduls jedem Wertbe von s 
nur eiu Werth von w entspricbt, da die s-Flacke nur aus einera 
Blatte bestebt. 

Wir wollen nun diese Function auch in umgekelirter Weise 
betrachten, indern wir von der periodiscben Function ausgeben, 


Fig. 54. 
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Bedeutet s == <p(te) erne eimverthige einfach periodische Function 
mit dem Periodicitatsmodul A , d. h. cine einwerthige Function 
welche die Eigenschaft besitzt, class 

(p (tu -j- A) = cp (w) 

ist, so lasst sicli die Ebene der w so in Streifen theilen, class die 
Function in jedem Streifen ihre sammtlichen Wertbe annirmnt, unci 
in je zwei in versehiedenen Streifen liegenden Punkten , deren 
Differenz gleich A oder gleich einem Vielfacben von A ist, gleiche 
Werthe hat (Pig. 55). Zieht man namlick eine beliobige, sick 
selbst niclit scbneidende Linie B C, so bilden die Punkte w 4- A 
welche durch Addition von A ans den Punkten der Linie iJCent- 
stehen, eine dieser parallele Linie EE. Die Function cp hat also 
aut DA; dieselben Werthe, wie auf B C. Dasselbe findet auf alien 
Eimen statt, die mit den vorigen in gleichen Entfernungen parallel 
auten. Ist ferner w ein Punkt im Inneren des Streifens BODE, 
Fig. 55 . 80 Ii e l?t w -|— A im Inneren 

des anstossenden Streifens 
DEFG, w -f- J2 A im 
Inneren des nachstfolgen- 
den Streifens u. s. f. In 
diesen Punkten hat daher 
die Function wiederum 
gleiche Werthe. Da nun 
also je zwei Punkte w und 
tc n A, in denen die 
Function gleiche Werthe 
hat, in versehiedenen Strei- 

. , fen liegen, so muss sie in 

jede,m Streifen ihre sammtlichen Werthe erhalten. 

• W ! r woilf ™ mm weit « annehmen , die Function 2 = v r w \ 

P,2.“ ein ™ '“ d , demselbel > Streifen nur in einem endlichen 
luokte W = r nnendlich gross von der ersten Ordnung: dann 

■a T/? 8 ®"’ daS8 Bie to j eilem S ‘ reife “ anch nur einmal Null 
w.,d und daher aueb jeden Werth nur einmal annimmt. Z„ dem 

nde mogen nut s, s, s ... die Punkte bezeichnet werden, in 
T W ! lalb dc ' 3 tielrachtelen Streifens Null wird; die 
nzahl dieser Punkte sei n und wir wollen annehmen, dass keiner 
n ihnen nn Gnendlicben liegt. Zieht man nun aus zwei Punkten 

LT„ r V a "( e r r der beid “ d «> streifen begrenzeuden 
lumen Gerade nach den Punkten w + A und « + c + A der 

mit In (Fig ' 5 , 6) ’ s V rhiUl “» ™ Purallelogramm 

nut den Eekpunkten w, » + c, „ + c 4. A> w . A md * wi 

angenommeu wurde, die Punkte . f .Tal e im End ichen 




TV+£tJ 
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Uegen, so kanu man die Punkte to und w + c immer so withlen, 
dass r , s, s' , . . innerlialb des Parallelogram ms liegen. Erstreckt 

man dann das Integral $d\ogcp(w) 
auf die Begrenzung dieses Paral- 
lelogramms, so erhU.lt man, da 
q) (to) innerhalb desselbcn » Mai 
Null und einmal unendlich gross 
wird, nacli § 35 (21) 

^ d log <p (to) = 27 xi (n — 1). 

Dieses Integral zerlegt sieh in vier Tlieilo, l&ngs der vier Seiten 
des Parallelogramms. Man hemerke aber, dass $ d log cp (w). so 
lange von dem Integrationswege unabhftngig ist , als dieser nicht 
eine der Linien rs, rs' etc. tibersehreitet, von denen jede die 
Punkte verbindet, in denen 95 (to ) unendlich Oder Null ist (§ 22). 
Nimmt man es nun l&ngs der Geraden , die von w A nacli to 
ftihrt, so erhalt es bier den Werth Null; denn zunilchst wild es 
gleich log rp (to) — log <p (to -J- A), allein da koine der Linien rs 
tiberschritten wird, so ist nicht bloss cp (w -f- A) — 97 (to), sondern 
auch log (p (to — |— A) => log <p (to). (Wttrde eine Linie r s llber- 
schritten werden, so wtlrde man haben: log cp (u> — {— -4) = log cp (to) 
-f- 2 -.irtfii) Aub demselben Grunde ist auch das Integral Null, das 
sich auf die von w -|- c nach to -}- c -j- A ftihrende Gerade be- 
zieht. Lkngs der beiden den Streifen begrenzenden Linien von 
to bis to -j- c, und von to -j- A bis to -{- c -j- A aber 
durcbiauft log cp (to) die namlichen Werthe, und da diese Linien 
im entgegengesetzten Sinne zu durchlaufen sind , so heben die I 11 - 
tegrale langs derselben sich auf. Demnach ist das langs der gan- 
zen Begrenzung des Parallelogramms zu nehmende Integral in der 
vorigen Gleichung gleich Null, woraus 

n = 1 

folgt. Die Function cp (to) wird daher in dem botrachteten Streifen 
nur einmal Null. Dann kann sie aber auch irgend einen belie- 
bigen Werth k in demselben Streifen nur einmal annekmen, denn 
bildet man die Function cp (to) — k, so ist diese ebenso periodisch 
wie cp (to) und wird ebenso wie diese nur einmal unendlich fUr 
w = r, also wird sie in demselben Streifen auch nur einmal Null, 
d. h. cp (to) wird nur einmal gleich k. 

Nun kanu man nach § 29 setzen 


$p(to) 


10 


37 + V'K 


(36) 
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wo c eine gcgebene Constante, und tjj ( w ) eine Function bedeutet 
die in dem zu betrachtenden Streifen nicbt mein* unendlich gross 
ist, sondern nur noch in den iibrigen Streifen. Daraus folgt 


= <P (to) 


+ ¥ (« 0 - 


(lO — !’) 


Da nun xj> (to) in dem Streifen ebenfalls endlich bleibt, so wird 

dw auc ^ nur w ~ r unendlich gross, also nur da, wo z un- 

endlicb wird , und dies muss in gleicher VVeise von alien Streifen 
gelten. ^Wahrend aber z von der ersten Ordnung unendlich gross 

ist ’ ist dw V0D der zwe » ten Ordnung unendlich gross. Betrachtet 

,1 o. 


man also — als eine Function von 


so ist sie nur ftir z 


und zwar von der zweiten Ordnung unendlich gross. Da ferner z 
m einem und demselben Streifen jcden Werth nur einmal annimmt~ 
so entspricht in einem und demselben Streifen jedem Werth von z 
nur ein Werth von w. Demnach ist w eine Function von s, welche 
zwar far jeden Werth von « unendlich viele Werthe hat, die sich 
aber nur urn Vielfaehe des Periodicitatsmoduls, also um constante 

Grossen, von einander unterscheiden. Folglich ist -- eine ein- 
werthige Function von z, da die Constanten bei der Differentiation 
verschwinden. Die reciproke Function — muss daher ebenfalls 
eine einwertbige Function von a sein. Verbindet man dieses mit 
dem Vorhergehenden, so ergiebt sich, class * eine einwertbige 
Function von a ist, welche nur fur a = oo und bier von der zwei- 
ten Oidnung unendlich gross ist. Folglich ist (nacli § 31) — 

erne ganze Function zweiten Grades von a. Eine seiche nmt 
oach §36 auch zwc, Mai don Werth Null annehmen. Bezeichnet 

nTd r a c T '; die , r tl,e ™ z - weldie “m 

una mit 6 eine Constante, so ist 

(88) 

und daher 


f dz 

J C(z~a) 0 z — b Y 


Steifen 1 ™? (T 6 Function, welche in jeden, 

eraten OrTl • T“ P™kt unendlich gross von der 

braiscbe« I„to|ralo ’ Fn " Ctio ° de8 vorstehenden alge- 
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In diesem kOnncn dio Wcrlhe a und h nicht einander gleioh 
sein, denn in diesem Falie wiirde die Function 


i 


dz 

C(z-a )* 


nach § 56 eino einwerthige Function der oberen Greuze sein, und 
dann konnto s nicht eino periodische Function sein. Die Constanta 
C lasst sich durch c ausdrticken ; denn aus (38) folgt 


lira 


dz 

dio 

s* 


9 as CO 


und mit Bemitzung dor ‘ Gloicluingen (36) und (37) 


lira 


( w 


r) 


oder 


Hierrait wird 


Iim 


i + ¥ («0 

i r + v wy 

■ c -|- (w — r)2 (// (w) 


(c -|- ( lu — r) \p (to))' 2 


f 


__ — cdz 
(z — «) (z — liy 


Der Periodicitatsmodnl A ist gleicli dcm Wertlie dieses Integrals 
wenn es kings einer gesclilossonon Linic gcnommeii wird, die cnt- 
weder den Punkt a oder den Punkt b umgiebt Intogrirt man um 
a in der Rjchtung der wacbsenden Winkel, so folgt 


A 


i Him 


2 ni c 

' r-Z~a' 


z “o n 


bei der Integration um h wllrdo man den enteegengesetsten Worth 
erha I ten. Giebfc man dem Integral die untere Grcnze A, d h er- 

mtz m ? em P,lnkte WJ - 0 den Worth A, so hat man, da f«r 
™ ^ und w = s reap, z == co ihkI z 0 ist 


00 

i 


— cels 

(z~o)(z~Z>)’ 


h 

\ 


-|- cdz 

(z—a){z~T)' 
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3. Der Areus Sinus. 


Hier besteht die s-Fltiehe flir die Function 


aus^zwei Bittern. Wir haben die zwei Verzweignngspunkte 
~. , '■L . 2 1 > welclie zugleich Unstetigkcitspunkte 

^nd. Da m ihnen aber / ( 2 ) nur von der Ordnung $ nnendlich 
wird, so brauchen diese Punkte niebt ausgeschlossen zu werden 
dagegen muss dies mit s = go geschelicn, weil 


also endhch ist, und zwar muss in jedem Blatte der Punkt oc 
ausgesc uossen werden, da er kein Verzweigungspunkt 1st. Aus 

to fIw, ' m- bci ? ieSem Bcispic,e fl1r de » Zusammenhang 
irn TT ' ir StadigOltig, Ob man die beiden Blatter der r-Fiaclu 
“ Unc,l<II ' ctlcn SMcldossen annimmt, oder ob man in jedem eint 
j,. gescblossene Linie als Begren- 

' g * * zung gezogen denkt, die man sicb 

^ dann ins Unendlicbe ausdehnen 
Ifisst. In Fig. 57 ist die letztere 
/ S \\ Darstellungsart der leiehteren Aus- 

// \\ fiihrbarkeit wegen gewablt. Der 

1 1 \\ Verzweigungsscbnitt ist von — 1 

/ j \ \ Dacl1 “4" 1 geJegt , und die im 

j Ly — ^ M ; zweiten Blatte verlaufenden Linien 

\ \ i I s*nd durch Punkte angedeutet. 

\ \ J J Diese Flache T ist zweifach zu- 

\ \ / / sammenhangend , und der Quer- 

\V S/ schnitt muss, um die Flftche niebt 

zu zerstticken, den Verzweignngs- 
Nsv - C - — ^ schnitt tiberschreiten. Er ist durch 

w., 7 . _ die Ll ’nie ad c, von welcber der 

. ®L <Z - C 3m zweiten Blatte verlauft, bezeiebnet worden. Der Pe- 
nodicitatsraodul ist das Integral 
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J - * 

ausgodehnt in der Richtung der wachsenden Winkel auf eino go- 
schlossene Linie, welclie die boiden Pnnkto — 1 und -4- 1, aci 
es im ersten odor im zweiten Blatte, umgiebt. Nimmt man an, 
dass in den Punkten, wolclio im ersten Blatte in nnmittel barer 
Nillio des von — 1 nacli -j- 1 fllhrenden VerzwcigungSBehnittea 
auf der linken Seite liegen, der Quadratwurzcl daa positive Vor- 
zeichen beigelegt werde, und liiast man die gcscliloasene Linie im 
ersten Blatte vorlaufen, so kann sio bis zu dom Vcrzweigunga- 
sebnitt verengert werdon, und dann wird 


-l -|-i 

+ i — l 


+ .1 


dz 


V' 




V' 


Wir haben § 43 gosclien, dass man den Worth dieses Integrals 
dadurch bestimmen kann, dass man die geschlosseno Linio ala eino 
den Punkt co umgebendo betraehtot, und crhiilt danach 

A — — 2 ir. 

Ftir eine im zweiten Blatte verlaufeode Linie wflrde aieli obenso 
2 it ergeben haben ; und in der That ttberschreitet eino im 
zweiten Blatte in der Richtung der wachsenden Winkel um — 1 
und -f- 1 herumgehende Linie don Querschnitt in entgegengosetzter 
Richtung, wie eine ebensolchc Linio im ersten Blatte. Dahor ist 
die inverse Function sin w des vorliegenden Integrals um 2 u 
periodisch. 

Um die Abbildungsart dor s-Flache auf der w-Flttche zn fin- 
den, lassen wir ~ die gauze Begrcnzung dor Flileho T f in positiver 
Richtung durchlaufen, von a beginnond, 
wo w den Wertli w a babe. Wird die 
im ersten Blatte befindliche ilussere Be- 
grenzung von der Variablen 2 durch- 
laufen, so geht 10 von w n bis w a — 2 tf 
auf einer Curve, deren Gestalt von der 
Gestalt der Begrenzungscurve in 2 ab- 
hangt (Fig. 58). Jetzt geht z auf der 
linken Seite der Querschnittsrichtung a c 
von a nach c , und 10 von, to„ — 2 n 
bis zu einem Werthe, der mit w 0 be- 
zeichnet werden mcige. Wiederum kann 
die Curve, auf der dies gcschieht, jo 
nach der Gestalt des Querschnitts a c 



208 


Abscbn. X. § 57. 3 . Der Arens Sinus. 


verschieden sera. _ Ferner durchlauft s von c ans die jiussere Be- 
grenzung des zweiten Blattes ; .dann geht von w P nach «>,. -4-2 n 
wo die Uebergangscurve auch erst durcli die Uussore Begrenzun ’ 
des zweiten Blattes der z-Flache bestimmt wird ; endlich sebliesst 

Shw * in A de “ GS d6r linken Seite der Qnerschnitts- 

ricbtung ca zum Ausgangspunkte zuriickkebrt; dann geht auck «, 
von jo _f_ nach zuriick; die Curve, auf welcher dies ge- 
schiebt, muss dem Wege („ a - 2zr, «,,) parallel sein, weii diese 
beiden Limen den beiden Seiten des Querschnitts enfspreehen und 
w m ***** “nendlich naben Punkten der beiden Seiten no 2 ,r 
verschiedene Werthe hat. Dehnt man jetzt die ausseren Begren- 
zungen der FlSche T ms Unendliche aus, so rfleken auch die^Cur- 
ven (w a , w a —2 jc) und (w c> ia 0 -L 2 n) ins Unendliche, und s 
Oder sin » moot seine siimratlichen Werthe innerhalb eines Strci- 
fejis an, der von den parallels Curven AB und CD begrenzt 
wird. In emem solchen nimmt aber s jeden Werth zwei Mai an 
denn da die z-FIftehe aus zwei Blattern besteht, so gehoren ab- 
gesehen von dem Penodicitatsmodul , jedem Werthe von s zwei 
Werthe von w an, und daher erh&It c oder sin «, in zwei vlr 
scliiedenen Punkten w denselben Werth. Nimmt man den Qnor- 

Stn deLdben S - d - 0rdi “ t T M ™' laufcDa a "> “d"* zn briden 
en <lesSelbe “ 2 = V ™ setzen 18 t (wo y reel!), so orbillt man 


w 


i [ 7 & .. 

J V 1 + v' 


w und w stelien 
Fif. 59. 


SSa:* imaginilr oder ttm ^ reellen Pcrio- 

f 4d 

- - * z&t 

Dm nun zu bestiramen , in welcher Bcziellnng zwei Punkte 
J » stelien , welchen in demselben Sireifen gleiche Werthe 
!_ on . 2 entspreclien, lassen wir die letztere 
Variable zuerst vom Punkte 0 im ersten 
Blatte zu dem uumittelbar darunter liegen- 
dcn. 0 im zweiten Blatte tibergehen, oline 
den Q.uerselinitt zu tiberschreiten. Dies 
kann geschehen (Fig. 59), indem man 
angs des Vevzweigungsschnittes nra -f I 
lerum zunftclist auf die andere Seite des- 
selben, und dann liber ihn hinUber ins 

erhitlt man in 0' far ,c fa ““ ** 





/rZ- 


oif 

iuL 

-/ 

7/ 


tj or? 
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Domnaeh ontspricht dem im zweiten Dlatto liogondon Punkto 5 « 0' 
tier I un it w = n. Ge lit man nun im orsten ^-Hiaffo von 0 nacli 

J “ fb? w t 0 ~~ i» .wcit*. m. tto v «, 

L wJtL 5 mmitt ? b \ unt0f * «<*<«» mflgo, no gol.t «, mit 
10 * ««. «;d woi in diosom Thoilo dio Quadratwum.,1 
y \ —?j das negative Vorzoichcn hat, so wird 


wltkrend 


!/• ~ 


war 5 MgYich ist 

W — j— y^) errs 7/; ^ 

ader die Summe. der boiden Wertlie von w ffir wfibhn - 

Werth erhalt> ist constant gleich dom lmlbon Pe- 
nodjcitatsmodu), abgesehen von Vlelfachen cles lotatorou. 

4. Das elliptisohe Integral. 


J y <Y--*« 


J V (! — *' 2 )(l—tW) ‘ 
u 

lin , ? ier , bcstellt s-FIttohe ebenfalls aus zwel Blattern mwl 
Imt d,o vw Unsletigfceita- und Verzwelgungspunkte + l, 

+ k< ~ T. KeinOT von *esen braucht ausgoschlossen zu wer- 

ZfiZ’rs* a^zr rrrMr r ,72 

ausgosclilossen zu warden, da Jbier brauclit wioht 

lim z/(%) sss lim 1 jl .... 1 


"P^Ci — » a )(i —&%»)' 


/If--. 


at. D r a i b rd“^ w sar itoin i - imkt «. wor~ 

uics jungt damit zusammen , dass, wie wir schnn e at 
ahen das vorliegenda Integral fflr jedon Werth von' a ondlith 

Duifege, J'unofc. oompl. Var. 2, Aufl. 
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bleibt, und daher nur dureh Hinzuftigung eines unendlich grossen 
Vielfachen eines Periodicitatsmoduls unendlich werden kann. Noh- 
men wir die z-Flttcbe im Unendlichen gesclilossen an, so liaben 
wir es also hier mifc einer gar nicbt (oder nur durch einen be- 
liebigen Punkt) begrenzten Flacbe zu tbun, die aber mebrfacb zu- 
sammenh&ngend ist. Bei einer solchen lassen wir nacb § 47 den 
ersten Querscbnitt eine in sicb zurUekJaufende Linie sein. Denken 
wir uns einerseits die Pnnkte — 1 und -j- 1 , andorersoits die 

Punkte -I — durch Verzweigungsscknitte verbundon *), 

so nehmen wir zum ersten Quefscbnitt eine Linie <[\ , wolcbe die 
beiden Punkte — 1 und -j- 1 im oberon Blatto umgiebt (Fig. GO). 
Eine solche zerstiiekt die FJaclio nicbt, da man von dor einen 
Seite derselben zur anderon gelangen kann. Die Art, wio dies go- 
sehielit (vgl. § 46. 5), giebt uns zugleick an, wie dor zweite 

Fig. CO. 


& 



Querscbnitt q 2 zu legen ist, namlich indem man von einem Punkte 
a des ersten Querscbnitts eine Linie ziebt, wolcbe don Verzwoi- 
gungssebnitt ( — 1, 4- 1) tlberschreitct , dadurcb in das zweite 
Blatt gelangt , dann ttber den anderen Verzweigungsscbnitt bintlber 
wieder in das erste Blatt zurttekkehrt, und so im Ansgangspunkte, 
aber auf der anderen Seite des Querscbnitts (in a") endigt. Jetzt 
bilden diese beiden Linien zusammen einen unimterbrochenon Zng, 
bei welcliem jeder der beiden Quersclmitte zwei Mai in entgegen- 
gesetzter Riebtung durchlaufen wird. Die Pfeile denten an, wie 
dies in positiver Richtung gesebieht. In dieser Fliicbo T' bildet 
n.n jede gescblossene Linie fUr siclr dre vollst&ndige Begrenzung 
eiacs Flaehentheils , und daher ist die Flkcbe einfach zusammen- 

*) Iu Fig. 60 ist gleieh angenommen worden, class k rcell tmd kloilter 

• ' . - 1 l 

aL Fins sei ; dann gelat der von -j- — v-' naeli — -r~ fiihrende Verzwcigungs* 

Stihmtfr dureh. » bindureh. Wir werden aber anfangs k als eine ganz beliebige 
Grosse betrachten und erst nachher auf die Annahtne znruckkonomen, class k 
reel! und Weiner als Bins sei. 
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i ii,.„ niiari von don beiden 8oiton 
hSngond. Dio Bogrmung o™> „ b pi&dio wav also drei- 

dor QuondmUtc geblldet. Dio urnprungucu 

facli zuaammonbangcnd. Ouersebiutt <l\ ist das In- 

D« PeriodicitMamo » winko i nmgodeb.it 

togral \ dw, m dor H'cbtu g der^ ^ dfflf eiuon Soite dieses 
auf eine gescblossone Lin , d st)lbon fuhrt, also 2 . B. Lings 

Quersohnittoa auf die andei 1 d bis s i 0 z usammenftUlt mit 

< h . Dieso Lime kauu vorengert » 1 

/9 , r ■ i « vnn deuen die eino nn ersten Blatio von k 

zwei goraden Limeti, von acuci ^ 

, , „„d die andero to zwoiton Blatte von 1 naob k fdbrt 

nach 1, tod di ton Blfttto aor Qnadratwnrael 

Neluncn wit ® n ’ daS ® iw wcr do, und sotat man dor Kltrac 

das Vor/eicben + angcuionv 

wegen ~ *»«*) ass A (s,*0, 

SO folgt 


f * _{ * = — 2 f 

1 1 

T . 


<lz 

A t~» k) 


Dev feodiotomodnl «. ttoe^ tod^tann^t to 

— — 

und giebt dann wio dort 



— 1 

- C ,2s 

T * - 

T 

— 2 \ 

^2 ~ 

\ A(s, ^‘) 

\ A (z,k) 



dz 

A (z, k) 


odev aitch, wle roan leiebt tlbomebt, 

i 

/ 1 2 “= — 4 ^ 


dz 

A btiW 


Dan olliptischo Integral hat ate “ t z ”* ™voraoT''die sogpnannto 
Irn p t U e™° I f " n c U on , dio nach J*H mit sin am « beaoiohnot 

l 7t Biditung^dor S waohBenden Winkoi und togleich in dor 


IlK i < A - 
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positiven Bcgrenzungsrichtung, also im Innern der Linio q x wicdcr 
nach a zuriick (in Fig. 60 von a nach o'), so w&ckst w von w 
bis w -j- A 2 . Dieser Ucbergang geschicht auf einer Curve, dercn 
Gestalt von dor beliebig zu walilenden Gestalt der Lillie q x ab- 
hiingt (Fig. 61); gelit nun 2 weiter kings der Linio \ y 2 in den- 
selben Richtungen wiederum nach a (also von a naclf a"), so 
wacbst to von w -J~ A 2 bis w -{- A 2 --j- A 1 , ebenfalls auf einer 
Lime, die sich mit der Gestalt von q 2 tin der t. DurcUUluft dann a 
von a aus die Linie q x imtner noch in der positiven Begrenznngs- 
richtung, aber jetzt in der Richtung dor abnehmenden Winkol (also 
von a nach a"), so geht w von w -}- A 2 ~f- A } bis w Aj, da 
es um A 2 abnimmt. Die Curve, auf welcher dieser Uebergang- von 
W geschielit, muss der Curve (to, w -f- A 2 ) parallel sein, weil in jo 
zwei zu beiden Soiten der Linie q x liegenden unendlick nahon 
Pnnkten die beiden Wertlie von w um die Grosso A r vcrschiedcn 
sind, uud daher den beiden Seiten dieses Qucrschnittos in to zwci 

verschiedene aber parallele Linien 
61 ‘ entsprechen. Gelit endlich 2 von 

a "' kings des Querschnittes q 2 
nach a, so geht w von to -{- A x 
nach to auf einer Linie, die aus 
denselbcn Grtinden wie vorhin 
dei Liuic (to — j — A 2 ,tt>-— j — A x — | — A 2 ^ 
parallel sein muss. Den boi- 
den Seiten des Querschnittes q x 
entsprechen also die Parallelen 
(Wi W -f und (w + A lf W -j- A x -f A 2 ), und den beiden Sei- 
ten des Querschnittes q 2 die Parallelen (to, to ~j- A x ) und (to ~\-A 2 , 
to -j- A 2 -j- A t ). Nun entsprechen sammtlichen Punbten 2 auf der 
ganzen unendlichen z-FlUche nur solche Punkte to, wolche inner- 
lialb*) des krummlinig begrenzten Parallelogramms liegen, denn 
dureh jeden beliebigen Punkt der s-FlSche kann man eine Linie 
legen, welche von der eineq Seite von q x nach der anderen Seite 
von q x fhhrt, obne einen Querselinitt zu tiberschreiten ; daher fiihrt 
die entsprechende Linie to- von der Linie (w, w — [- A 2 ) dureh das 
Innere des Parallelogramms nach der Linie (to -j- A x , ^t 1 ). 

Demnach nimmt z oder sin am w seine s&mnatlichen Werthe in 
diesem Parallelogramm an, und zwar jeden Worth zwei Mai, weil 
die a-Flache aus zwei Blattern besteht. 

An dieses Parallelogramm schliessen sich nun an alien Seiten 
andeie ^Parajlelogramme an. Denn Disst man z. B. 2 von a bis 
naoh a gehen, so ist to nach w -j- A t gegangen. Lilsst man 

*) lonerhalb, weil tv fur aile Werthe von z endlich bleibt. 



m 
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mm abcr »> ttbor den Quersclmitt </, hintibor sicli s to tig fort- 
setzen, so gel it jetzt «’ nut dem W ortho w> — | — -*/ j aua « aus ; an 
die Soito («> 4- , / t , «> ~|- J y -J- A$) ae.hlicsst steh clalier oin neues 
Parallelogram m an, in dosson Eekeu die Wertlm 

to -|~ *■/[, id —j— t\ •■{“ • il> 2*'/i “f“ -An w + ^ -A 

hat. KbaiBo 1st es an den Ubrigcn clrci Soitmi. Auf dieso Woise 
wird die gauze Ebene dor »/» durcli zwoi Scbaaren paralloler 
Linien in Parallelogramme geilioilt. Nimrnt man an , da 88 k 
reell und kloiner ala 1 ist, so licgon die vior Punkto + 1, — I, 

, j- 1 ? ..... * auf der Ilauptaxo ; vorongort man nun die beidcn 

Quer soh nitto so, daws sin zu beidcn Boiten dor Ilauptaxo veilaiifon, 
so werdon die Parallollinion Gonulo, wolclio reap, dor x- uud y-Axo 
parallel laufen. Dimn in diosom Fallc ist 

j „ 


reoll; man pflogt den Worth dieses Integrals mieli .lundd mit A' zu 
bezoielmen ; das amloro Integral 


Y'h 


dz 
~' J ) (I 


A: 8 s a ) 


dagogen ist rein imagin&r. Setzt man Y 1 
formirt das Integral durcli die Substitution 


A:* mm k' und trails- 


V »-w*' 

k 


so erbillt man 


i 

s 


YY 


dz' 


■k'*z*) 


was analog mit - iK" taoidmet wird. Uemnaob sind dio Porio- 
diolt&tamoduln, abgeaoltou vom Zoichen, 

4 K und 2 iK'. 

Man kann auoh bier winder bestlmmen, in welcber Beziohung 
je zwei Wertbo von w stelien, welche demsolben Wortlie von a, 
d. b. zwoi umnittolbar unter einander liegenden Punktcm der 
ss-FlEcbe entsprueUon, Dem Wertbe * » 0 im ersten Blatto ent- 
sprieht to — 0. Um nun zu 0' im zweiten Blatt zu kormuon, kann 
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man sich den Querschnitfc so erweitert denken, dass or ausser 
den Punkten 1 und ~ auch noch den Nullpunkt umgiebt, Dann 

kann man innerhalb T' von 0 aus langs des Verzweigungsschnittes 
um -j- 1 herum auf die andere Seite, und dann tlber den Verzwei- 
gungsschnitt hinUber naoh 0' kommen (vgl. S. 208), und dann 
erhalt w in O' den Werth 


A (z, k) 


3st also gleiek der Hftlfte des einen Periodicitatsmoduls. Gelit man 
nun weiter von O' nach z\ wo z mimittelbar unter z im zweiten 
Blatt liege, so ist, wenn der Werth von w in z mit w bezeicbnet 
wird, 


dz 

A (*,&)’ 


wabrend 


war, und naan erhalt 


dz 

A (z, k) 


Nimmt man das Integral J dio langs einer gescklossenen Linie, 
welche alle vier Verzweigungspunkte umgiebt, so verlauft eine solclie 

Fig. 60. 


ganz im ^rsten Blatte und bildet daher f«r sick allein eine voll- 
standige Begrenzung. Demnach hat dies Integral den Werth Null 

VerzwXl “ an d ^ Se ,f iinie bia zur Hauptaace, auf welober die viei 
zweigungspunkte kegen, so zerlegt sich das Integral in folgende 
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Theile (die Linic mbge in dor Richtung der abnehmenden Winkel 
durchlaufen werden) : 

1) Von —1 bis + 1 » 2 ) vou + 1 biB +r» 8 ) V011 +1 durcl1 00 bis T* 

6) von+lbis — 1; 5) von + *. bis + 1 ; 4)von — ■{. durchoobis+i. 

Dabei 1st ' dio Quadratwurzei in C) und 4) negativ zu nehmon, well 
bei dieson dor Intcgrationaweg auf dor rechtcn Soito dor Verzwoi- 

gungsachnitte ( — 1 3 4“ 1) 1111 d (+ ^ in abcn 

tibrigen positiv* Demuaoh liebon sicli 2) und 5) auf, und 1) und 
8) worden verdoppelt. Da foruor 


dz 

A 0, k) 


3) s=aa 2 \ A lz, k) 


ist, so orbltU man 


A (a> k) 


00 


und daher 


Hieraus folgt aucb der Worth dcs Integrals zwischen don Gron ze n 0 

und oo , donn da diosos sicli in dio Thcilo 0 • • • 1 , 1 • • • y > fcj ' ' 00 

zerlegt, so erhttlt man 
00 

I * _ K — iK' — v !K ' 


A(s,Tf 


odor da man diosom Wertbe den Periodioitatsmodul 2 iK' binzur 
ftigen kann, aucb 


A (*,*) 


e=Ss iK' . 


Innerlwlb dea Parallelogramms mit don Ecken 0,*K, i«- f 
und 2 iK' Wild also s unendlick fttv to — »K und to = iK + »« 
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Wir wolJeu audi hi ev 7V 

cer ^°PPeIt periodischen Function t ' Hwiohmig awisclieu 

pssrJZsn 

*>• if ^2«,;: d r . y (w + <■> - * w 

u‘? m - A ‘ “"i 4 , daretellen \Ja"ZL R^ 1 ' 0 *» complcon 
haben sie gleiche Kicking, 80 lu(j c Rlclltun e liabou. Domi 

em reelJes VartaHuiss bcsiJon n ’ U,ld ^ Owch 3 2. 3 

Oder irrational sein. 1 st ee rational' 10808 • <mi,i yj) t\vedor rational 
snrabel nnd daher Vie, the dn" ‘ J d ^V l * eoSSS 
bann also setzen c f Ioisolben Grosso B. jyj, ln 

■/. i .j ^ jQ 1 'i 

wo m und n zwei ?finw 7 ,, , - ^ n /J : 

m e “ an(l “ nnd hat tn" C " tC " ’ <,io IMmzahlou 

Da as nun i/dl^Xll! ^ "■ S) = 9 (w + “ «)• 

TOlcbe Sa " 20 Zlll,lcu 0 “nd 4 giobt, fa t 

«nd da ausserdem *“ ~ ni = 1. 

ist, so ist auch 9 ~h ,nc *A — nbB) = ^ ^ 

und daher ist die pw/” ^ “ 9 

nichi doppelt periodisch. '* jr.? ^ “ dioser n i’allo einfael, i 

8fets ' n rrf t s t£rj ? • 

“nine,- als else „oeh so t 

Mn n°°h Ie, “ an e«nommene GrSsso wird .*) Da 

*3 Setzt m an A ^ 

ml «.**. ™ h ^ ,,,,a 
“ ,ld heaemhnet mit ii „„„ £ . , '' ™ “ m eil ™ Kolte„br«eh 

Mute taselben, so fa, bekanmUeh " ^ude Mheruugs. 

/a oen, absolutes Werthe naoh 

und daher 


- c«)) < ~L 
x *»*» ’ 


Da aber aie Me„ nei . ae fa,) . 
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</> («’ —|“ Mi.lj “I** H/ig) tsss (p (w) 

ist, so beliHlt jetzt die Function <jr> (to) bei beliobig kloinen Aende- 
riuigen dm* Variation dcnsclbon Worth und ist dahor oine Constant©. 
Demnaeli muss boi oinor doppelt perlodischon Function das Ver- 
hftltniss dm* bouton PcriodictUUsmoduIn imaginUr sein, also mtlssen. 
die Ocradon /l, und J a verschiedono Iticlitung liabon. Dann aber 
kann man die Ebeno dor w durch zwei Schanron parallolor Linien 
in Para! kilogramme thoilen, sodass ip (w) auf jo zwoi Parallelen 
.diesclbon Wortho crhftlt; sio nimmt datin foruor in jedem Parallelo- 
gramm Hire BftmtnUiohen Wcrtho an und lint in jo zwei ontsprochon- 
don Punkton vorschledener Parallologrammo gleicho Worthe. 

Da nun dio omwerthige Function (p (w) far irgond oinen 
Worth von w> unondlicli gross wordon muss (§ 28), so rtmss sie in 
jedera Parallologramtu unondlicli gross wordon. Ileben wir dahor 
irgond oin Paraltologramm horaus (Fig. 62), und scion ?•, r', r", etc. 
dio Punkto dcssolbcn, in wolohen <p (to) unondlicli gross wird. Bildet 
man das Integral 

[ (p (w) tlw , 


IHngs dor Bogronzung dos Parallologramms genonnneu , so ist das- 
selbo (naoh § 10) glolcli dor Suratno dor Intogralo nra die Un- 
stetigkoitapunkto r, r , r", otc. Wird also (p (w) in diosen Punkten 
unondlicli, wio reap. 

+ •••■> H — » H — > 6tc *» 


so ist 


(p (to) dio ssa 2 ni (c c ~j- o' -j- ••••). 


Nun liat aber <y> (to) auf dor Seite 
CB dieselbtm Worthe wie auf DV 
und auf CD dieselbon wie auf EF, 
und. beim Durch laufcn der Begren- 
zung des Parallologramms wordon 
dio parallolon Soiten in ontgegon- 
gesetzter Bichtung durchlaufen; dio 
Integrate Ulngs dieser Soiton heben 
siob dahor auf, und os ist 


Fig. 62. 



man diesen Ausdruok, wenn die Entwiokeldng hlnreioliend weit fortgosotzfc 
wird, so kleln maolion, ala man will. Nun ist 

mA{ + *■* Ai (m 4 - nct)\ 

nimmt man dahor m «*» ^ und n — Ip v > J® naohdem («) «=» ± « ist, so 
kann man m + nn und also auch den Modul von wA, 4* n/ h so klein 
maohon, als man will, 
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j cp (to) dtu = 0. 

Folglich ist auch 

c — J— C — j— C ' — |— .... ■= 0. 

Hieraus gelit hervor, dass cp (to) in jedem Parallelogramm melir 
als einmal unendlich werden muss, und zwar mindestens entweder 
in zwei Punkten von der ersten Ordnung odor in cinem Punkte 
von der zweiten Ordnung. Bezeichnet im Allgemeinen n die An- 
zalil, wie oft rp (w) in jedem Parallelogramm unendlich gross wird, 
so kann zunachst gezeigt werden, class cp (to) auch jeden Werth h 
innerhalb eines Parallel ogramms n Mai amiehmen muss. Dazu be- 
trachten wir das Integral 


cl log (cp (to) — k) oder 


' (to) (ho 
(to) — h ' 


ausgedehnt auf die Begrenzung des Parallelogramms. Auch dieses 
hat den Werth Null, weil sowokl cp (to) — h als auch cp (w) auf 
den gegeniiberliegenden Seiten gleiche Wertlie haben. Anclrorsoits 
aber ist dieses Integral auch gleich der Summc der Integrate, urn 
die Punkte, fiir welche cp (to) unendlich gross wird, und‘ um die, 
in welchen cp (to) — h verschwindet. Die ersteren sind dieselben 
wie die, ftir welche cp (to) oder cp (w) — h unendlich wird (§ 29). 
1st nun im Allgemeinen a ein Punkt, ftir welchen cp (to) — h ent- 
weder unendlich klein oder unendlich gross wird, und zwar von der 
pten Ordnung (p positiv beim unendlich klein Werden), so kann 
man setzen (§ 34) 

' cp (tv) — h = (id — cc) p i(j (to), 
wo if) (to) ftir to = a weder Null noch unendlich ist, und erh&lt 


d log (cp (to) 


< (to) dto 
ip (to) 


Auf das gauze Parallelogramm ausgedehnt ist also 
j d log (cp (to) — h) = 2 m2p, 

und daher 

2p = 0 . " 

Nun wir'd cp (to) -- h, wie cp (to), n Mai unendlich gross; bczeicli- 
net man mit m die Anzahl, wie oft es verschwindet, so ist 
2p = m — n «=* 0 , 

und dakev 
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n. 


Da also (</> («>) — A) » Mai vorschwindon muss, so wird y> (w) 
aucli n Mai *= k, 

Wir botrachten nun Itn Folgenden nur den einfaehstcn Fall, 
wo (p (« 0 in jcdem Parallelograrara zwei Mai unendlicli gross wird, 
also aucli jodon Worth zwei Mai annimrat, und sotzen zuorst 
voraus, <p (m) werde in zwei Punkton r und s unondlich gross von 
der ersteu Ordnung, Dann kann man sotzen, <p (w) mit z bo- 
zeicknet, 

z s=ss frt (w) «sa -4— L 111 (id), 

V ' w — r 1 w — s 1 ' v n 

und woil 


sein muss, 


c -|~ 


9 O) 


c 

w — r 


c 

w —s 


+ >!> (»> 


wo c oine gcgobeno Constanto bezoichne, und ip (u>) oino Function, 
die in doin botrachteton Parallclogramm niclit raehr, also nur nocli 
in don andoren Parallologramraon , nkralich in don Punkton 
r ~j- mA x -}- nd 2 ; * -|- viA v n/l 2 (ftlr m und n alio positiven 
und nogativen ganzen Zahlen gesotzt) unondlich wird. Wir suclicn 
nun zuerst die Boziehung zwischon den beiden Werthen to auf, fUr 
wolcho (p (to) gleioho Werthe erhttlt. Zu dem Knde sei 

O ess }• — |— g • yy s 

Setzt man in (39) y statfc w, so ist 


9 (y) — v ^ r — -j~ + ip (v). 

Da man abor 

V r aaaa — - (■)« $) 

V — X rasa (w — ?’) 

hat, so folgt 

9 0 >) w l s + “ : + X P 05 , 

und daher 

<p (w) — tp (o) = Xp (w) — t// (v), 

Diese Diflferonz bleibt also in dem erston Parallelogramme endlieh. 
Hun wird in einem anstossenden Parallelogramme cp (w) unendlicli 
gross in .to r + A und to *- s -|- A x ; man kann daher auoh 
aetzen 

9 (,„) _ — + V»t (<«), 

wo jetzt ipi (to) ftir alle Punkte des zweiten Parallelogramme^ 
endlieh 'bleibt. Ftlhrt man nun 
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eio, so ist 1 “f - 8 “h % A i 

• w — r - yj ( « - („ 

10 — * — A =£= — __ 

und dahei- hat man auch 

y (»,) = — -L_ _ i f, 

Demnach ist 6 ~~^ 1 w — r- 

V H - cp Oj) « ^ (M) 


- 7 i; + l / J i (»i ). 


uud bJeibt iouerLb dfs ^ 7 ^ ( “° ~~ ^ (Wl) 

* ber aid, von „ nur um'Taf Lrri l l le, °f' amraS endlicli. D a 
A i unterscheidet, so ist ° Ppete dea Penodicittttsmoduls 

m.d dahf/bloiM IkDiZ^z ~ ’’ W " * W ~ ' f «■ 

cndlich. Gd” man e 'a’uf‘' l di6so <1 W i " ' de ” 2Weifen ftu'alloiogvatnm 
ralielograrmn fort, 80 2fji „ t . , °T Ton Darallelogramm zu ]v 
Paiailelogiamme, also gar® id, u’nondltl d ' e -°, 3 Difforanz “ heinem 

Se, ° ">«•*• n m den Worth di 8 (w‘ 7"'* ““ dalw •»*»( 

man Z±i , , toD8ta "‘«» *u ormittoln, seise 

2 > dann wjrd 


K» . 


“ d da die Function 9 einwerthig i 8t , auoh 
Da also die Differenz w r/\ ^ 

WCT,h “ ^ ^ TO ” - d “ 
Demnach sind w „J ^ “ 9 W- 

e itbe, ftir weJche die Fun of inn W , \ e be j^ en zusammengehdrigen 

Nun fo]gt aus (39) ^ ^ gieicJje Werthe erftalt. 

dz 


y' (w) 


also fat die Derivirtdr ' i a + + ^ « > 

auch nur ftr » = /n^^Tlr S?“ ll don POT Mioit#temodoln 
zwerten Ordnuog. Sie vvird daher 7 “^ £ ross > aber von der 
Mai unendlich und nimtnt also \uoli ” 1>araIle %ramme vier ' 
,8t *■«» nine einwerthig 8 F *"l Jeden Wertl ' ™ Mai an. S 

Non erhsit die Derivirte * • • 6 lu " ctl »n von a fat. 

<*» m je zwei entsp rec henden Pnnkten 
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vorschiodoncr ParnUologramme , in dcnon z gloicho Worthe hat, 
ebonfalls gloicho Wortlin. Man hat also nur die Punkto o und to 
dcBsolbcn l’arallelogratnms asu botrachton. UifTercntiirt man die 
Oloichung 

(p («l) SSS2S (J) (v) 

nach to, so orhlllt man, da 



ist, 

<p (to) *=* ~ • (p (»). 

Domnach orhlllt zwar c fflr » und to gloicho Werthe, abev out- 

gogongoaolssto , also ist ” nicht cine oinworthigo Function von s, 

da os fill* douBolbeu Worth von ; zwei vorschiedono Worthe an- 
nehmon kaun. I)a abor dioso gleich und cntgogongosetzt sind , so 

folgt, dasB ('^) a oino oinworthigo Function von z ist. Nun wird 

A nur da unondlioh, wo aucli s unondlich ist, und zwar von dor 
zweiten Ordnung, wo ~ von dor cratcn Ordnung unondlich ist; 
domnach wird (^)* an derselbon- Stolle von dor viorton Ordriung 

unondlich; also ist oino oinworthigo Function von s, welche 

nur ftlr co und hior von dor viorton Ordnung unondlich wird, 
und folgliol) oino ganze Function viorton Grades von z. Fine 
aolcho wird auch 4 Mai Null. Bezoichnet man die Worthe von e, 
far welche dies goschioht, mit a, §, y, d\ und mit C oino Con- 
staute, so ist 

( ^ ) a => c (z — «) (z /so (a — r) ( z — 
und hioraus folgt 

i dz 

Eino doppelt poriodisclio Function, welche in jedom Parallelogramna 
zwei Mai von dor ersten Ordnung unondlich wird, ist daher die 
inverse Function oinos elliptischen Integrals. Dio Oonstanto C kann 
durch c ausgedrtlckt worden. Donu da nach (40) 


OO 



1st, so erhtlt man 
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r[ 

r 


[“ ^ZTrj* + (V-l'l)? + V' 


lim 


[“ ~ + V' fa)]* 

[ c ~ c -frr + ^ ~~ r ) v (»)] 4 


£2 2_ 

C* C2 


und dadurch wire! 

c dz 

Y (z — «) (* — ,9) "(g - y) (s — >) ' 

Dieses Integral gestattet eine ganz ithnliche Behandlung 
friihere ° 

r dz 

J Y 0’“~K 2 ) (T~l2'^2) ’ 


wie das 


indem hier an Stella von + 1 , — 1 , -J- -L, __ } dio vior Verta 

zweigungspunkte a, /?, y, d treten; es kann auoh durch eine 
Transformation in das letztere ttbergefilhrt werden. 

Wir gehen nun zu dem Falle Uber, wo, die Function <p (w) 
nur m einem Punkte w = r und bier von dcr zweiten Ordnuug 
unendtich wird. In diesera Falle muss man setzen 


z = 9 (p) ~ + y , (w)] 

denn das in (to — r)~i multiplicivte Glied muss fehlen , damit 

cp , ausgedehnt auf die Begrenzung des Parallelogramms 
gleich Null werde. Man schliosst hier ebenso wie oben, indem 
man s = r setzt, dass 


und daher 


g) (2r — w) = (p (to) 


9 (2r — w ) 5= — . tp (to) 
dz 

ist. Daher ist nicht, wohl aber wieder (^) 2 
thige Function von z ; nun ist 


eine einwer- 


d* 2c , , 

dw ~~ (,o_ r )T ~T t Wi 

aisowird-^ nur da unendlich, und zwar von der 3 ten Ordnung, 
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- von dot awriton Ordnung unomlHoh tat In Boztol.nnR at 
"also fllr ; — <*> von dor Ordnung } tmondlioh, imd &lglioh 

)* v : a«r dritton Ordnung. Demnaeh tat man in dicsom 


( ,h Y 

\ dw ' 


«aa C (ft — «) (~ A) 


I 181 

r (tJl 

llun I 

1 2-' , r.» CO 


(-,„!% + V'M)‘ 

lu " ( '■,+«'(*))' 

v (io — r ) 1 


(»))*.« 4ca «. 4 •, 
aa * nin («+•(«»- »*) 9 */' C « 0)3 c,t 

( <i~ Y 4 (« «) (2 — /5f) (~ — r) 

\'dm' « 

^ j/V • (is 

*’*“ 4 J ->) ’ 

108 ebon falls oilt elliptiaohcs Integral 1st. 

Hiomlt broohon wir too ’‘^^ateOnton^ohmg ‘a® 
Abaiolit dieses Buohes Iiegt, ‘ ^ bo | mn a e iton PlUo 

idlsobon Punctionoii otazugol o“ , ’ , UlCT Betraohtangm 

als Boispiolo am taltatoumg « to b oi g 0n u,itmlidwn Natm, 
isohon worden sollen. lu . 1 “ ' aio mohr als *wd Perio- 
dic donjenigon Functional mn und i ic htvoU gesobrie- 

itemoduln besiteen, mi go < ' ia , 10 va funbtionum 

a Abtaudluug von I'm*- i t 1868*) vorwicsen 

vaoltlp tie arum (tnaug. »'»•> lira “ n 
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Aus der Yorrede zur ersten Anflage. 


t^oit dov Einflthrung dor complcxen Variabeln in dio 
Funotioncnlohro und namontlich seit don grossen SchUpfun- 
gcn Riemann's sclioint sieli ein Umschwung in dor Miitlie- 
matik vorzuboroiten, dor zwar zunttchst dio roino Mathonmtik 
bortthrt, aber wobl auoh in nickt fornor Zeit auf die pliyaika- 
lischon Wissenschaften und dio angewandte Mathetnatik 
ttberhaupt von Einfluss aein wird, Daker sehien ob mir im 
hbcksten Grade wtinschensworth zu sein, class diese Lehren 
so bald als mbglick eino zusaminenhilngende Dare to Hung lin- 
den mbcliten. Indem ich nun oino Beavbcitung wenigstons 
dor Elemonte diesor Tlicorio untornabm, vcrlicldto ich mir 
koinoswcgs die grossen Schwiorigkeiten,- wolclic mit einera 
solclion Untornclimen vcrbundon sind ; aber boi der Wick tig- 
keit der Saeke, und weil hier wobl entsehieden ein Bedtlrf- 
niss vorlag, glaubte ich, dass Zdgern nicht am Platze sei, und 
knttpfto zugleich an dio Horausgabc dieses Birches dio Hoff- 
nung, class sicli durch dioson orston Yersuch Andero angoregt 
flllden mdcbton, clicser Aufgabo ihro Kiiifto zuzuwenden. — * ‘ 
Ln Boziehung auf dio Anordmmg des Stoffos glaubc ich 
wegen zwoier Stollen otwas bomerkon zu mtlssen. Dio erste 
bildct den § 21. Man bedarf zur Entwicklung der allgemeinen 
Eigenschaften dor Functionen oigontlioh nur clos batzes, dass 


a 

IV 


VOKREDE. 


wenn eine Function g> (z) in einem Punkte a so unendlich 
wird, dass (z — a) </> (z) sick einem endlichen Grenz- 
wertke p nahert, das um diesen Punkt genommene Integral 
J (p (z) dz = 2 nip ist. Da es mil- aber scbien, dass es fllr 
den Leser von Interesse sein mlisste, gleich hier zu erfahren, 
was sick iiber das erwahnte Integral sagen liisst, wenn es um 
einen Verzweigimgspunkt genonamen wird, so habe ich, ob- 
gleicb die vollst&ndige Bestimmung der Worth e von Inte- 
grate^ welche sich auf geschlossene Linien erstrecken, erst 
viel spater erledigt werden kann, doch jene Betrachtung 
gleich im § 21 angeschlossen. Die zweite Bemerkung beziebt 
sich auf Abschnitt V. In diesem ist der Logarithmus und die 
Exponentialfunction behandelt. Nun war es allerdings noth- 
wendig, an dieser Stelle etwas liber den Logarithmus zu 
sagen, weil spater von dessen Eigenschaften Gebrauch ge- 
macht wird, indessen katte dies ziemlick kurz abgemacht 
werden kbnnen. Es sehien mir aber zweckmassiger, diesen 
Abschnitt etwas vollst&ndiger zu behandeln, obgleicli dadurch 
den Betrachtungen liber Querschuitte und Periodicitatsmoduln 
vorgegriffen wird, einmal, weil dadurch die Natur jener bei- 
den Functionen in ein viel kelleres Licht tritt, und dann, weil 
diese specielle Untersuchung gerade geeignet erscheint, fttr 
jene spateren Betrachtungen die Vorstellungen zu fixiren. 


Prag, den 10. October 1864. 


Vorrede zur zweiten Auflage. 

Die vorliegende neue Auflage hat gogentlber dev ersten 
mannigfaltige VerHnderungen orfahren; insbosondouo wurcle 
der IX. Absclmitt liber einfach und tneltrfacb zusatnmou- 
h&ngende FUlchen vollstUndig umgestaltot Der XL Ab» 
schnitt liber Bestimmung oiner Function (lurch Gronz- und 
Unstetigkeitsbedingungen blieb fort, und die frUlior in deni 
lotzten Absclmitte enthaltonen Biitzo zur Bestimmung dor 
Ordnung des Zusam m enh an ges einer gegebenen FUtohe wur- 
den, ohne die Abbildung durch cine KroisfUlohe zu Hlllfe zu 
nelimen, abgeleitet und so dem IX. Absclmitte einvorloibt. 

Anfanglich war noclt die llinzufltgung vonAnwondungen 
beabsichtigt, aber im Hinbliok auf die seitdom orschienonen 
Wcrke, insbesondere C. Neumann Yorlesungen liber Hie- 
matin's Theorie der Abol’sohen lntegralo, J. Thomao .* Abriss 
einer Theorio der cornplexon Functionen etc, und andero, sowie 
auf das in den Mitthoilungen dor li. Q. Teulmcr' sehon V or- 
lagsbuehhandUmg 1873, Nr. 1 angeklindigto Buell von Kihiiys- 
her gar : Vorlesungon liber die Theorie der olliptisolien Func- 
tionen, wuvde sie sehliesslich unterlasson. 

Prag, im September 1873. 


H. Durfege, 


